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Para los que enseñan y para los que aprenden 
ING. ARTURO SANTANA PINEDA 


El poder de las matemáticas 


El que domina las matemáticas 
piensa, razona, analiza y por ende 
actúa con lógica en la vida cotidiana, 
por lo tanto, domina al mundo. 


ING. ARTURO SANTANA PINEDA 


Prefacio 


1 Colegio Nacional de Matemáticas es una institución que, desde su fundación, ha impartido 
cursos de regularización en las áreas de Matemáticas, Física y Química, con resultados altamente 
satisfactorios, Es por ello que su fundador y director general, el Ingeniero Arturo Santana Pineda, 

decidió plasmar y compartir la experiencia adquirida en este libro que recopila lo aprendido en todos estos 

años y cuyo principio fundamental es que la persona que aprende matemáticas, piensa, razona, analiza y por 
tanto actúa con lógica. 

А través de esta institución y sus docentes, se ha logrado no sólo resolver el problema de reprobación 
con el que llega el estudiante sino, también, cambiar su apreciación sobre la materia, de tal forma, que se va 
convencido de que es fácil aprender matemáticas y que puede incluso dedicarse a ellas. De ahí que jóvenes 
que han llegado con serios problemas en el área, una vez que descubren su potencial han decidido estudiar 
alguna carrera айп. 

De esta forma, se decide unir a los docentes con mayor experiencia y trayectoria dentro de la institución 
para que conjuntamente escriban un libro que lejos de presunciones formales, muestre la parte práctica que 
requiere un estudiante al aprender matemáticas y que le sirva de refuerzo para los conocimientos adquiridos 
en el aula. 


Enfoque 


El libro tiene un enfoque 100% práctico, por lo que la teoría que se trata es lo más básica posible, sólo se 
abordan los conceptos básicos para que el estudiante comprenda y se ejercite en la aplicación de la teoría 
analizada en el aula, en su libro de texto y con su profesor. 


De esta manera, se pone mayor énfasis en los ejemplos, en donde el estudiante tendrá la referencia 
para resolver los ejercicios que vienen al final de cada tema y poder así reafirmar lo aprendido. Estamos 
convencidos de que es una materia en la cual el razonamiento es fundamental para su aprendizaje, sin 
embargo, la práctica puede lograr que este razonamiento se dé más rápido y sin tanta dificultad. 


Estructura 


El libro está formado por 17 capítulos, los cuales llevan un orden específico tomando en cuenta siempre 
que el estudio de las matemáticas se va construyendo, es decir, cada capítulo siempre va ligado con los 
conocimientos adquiridos en los anteriores, 


Cada capítulo está estructurado a base de teoría, ejemplos y ejercicios propuestos. Los ejemplos son 
desarrollados paso a paso, de tal forma que el lector pueda entender el procedimiento y posteriormente 
resolver los ejercicios correspondientes, Las respuestas a los ejercicios se encuentran al final del libro, de tal 
forma que el estudiante puede verificar si los resolvió correctamente y comprobar su aprendizaje, Por otro 
lado, en algunos capítulos aparece una sección de problemas de aplicación, la cual tiene como objetivo hacer 
una vinculación con casos de la vida cotidiana en donde se pueden aplicar los conocimientos adquiridos en 
cada tema. 


Como recomendación se propone que se resuelvan los ejercicios preliminares de aritmética y álgebra que 
se encuentran al final del libro, para que el lector haga un diagnóstico de sus conocimientos en dichas áreas 
Jos cuales son fundamentales para poder iniciar el aprendizaje de la Geometría y la Trigonometría. De tener 
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algún problema con dichos ejercicios se recomienda retomar los temas correspondientes y consultarlos en el 
libro de aritmética y álgebra publicado por la misma editorial. 

En el primer capítulo se dan las definiciones básicas de Geometría y algunas notaciones que se utilizarán 
en el desarrollo de los siguientes temas como son: recta, segmento de recta, arco, entre otros, En el segundo 
capítulo, se estudian los ángulos y sus generalidades, 

El tercer capitulo estudia las rectas paralelas y perpendiculares, asi como las rectas paralelas cortadas por 
una secante, En el capítulo cuatro, se estudian los triángulos y sus generalidades, Se continúa en el siguiente 
apartado con cuadriláteros, mientras que en el capítulo seis, se analizan los polígonos en forma general 
(ángulos interiores y exteriores, diagonales, etc.). El capítulo siete corresponde a transformaciones (escala, 
rotación, simetría axial, simetría central). 

La circunferencia, sus elementos, rectas notables y otras generalidades de ésta, se estudian en el capítulo 
ocho. En los capítulos nueve y 10 se estudia el perímetro y área de figuras geométricas en el primero y 
volumen en el segundo. 

En los capítulos 11 y 12 se comienza con el estudio de la Trigonometría. Se dan los conceptos de 
funciones trigonométricas en un triángulo rectángulo y valores para distintos ángulos, para estos capítulos 
se agregan las tablas de funciones trigonométricas que encontrará en la parte final del libro. En el capítulo 
13 se analizan las gráficas de dichas funciones, Las distintas identidades trigonométricas se contemplan en 
el capítulo 14, 


En los dos capítulos siguientes, se estudia la resolución de triángulos rectángulos y oblicuángulos, 
respectivamente, La parte de Trigonometría termina en el capítulo 17 el cual corresponde a la forma 
trigonométrica de los números complejos. 
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CAPÍTULO 1 


CONCEPTOS BÁSICOS 


METREIN, "MEDIR") 
LOSSEIS LIBROS 


PRIMEROS DELA GEOMETRIA 


ота de las matemáticas que se 
ocupa de las propiedades del es 
io. En su forma más elemen- 
tol, lo geometío se ocupa de problemas 
métricos como el cálculo del área y dić- 
metro de figuras planos у de la superfi- 
die y volumen de cuerpos sólidos. Otros 
compos de la geometría son la geome- 
tría analítica, geometría descriptiva, to- 
pología, geometría de espacios con 4 
о más dimensiones, geometría fractal y 
geometría no euclideo. 


Los seis libros primeros de la geometría q áo plona 


de Euclides 

Roma de la geometría elemental que es- 
tudia las propiedades de superficies y figuras planas, como el triángulo o 
el círculo, Esta parle de lo geometría también se conoce como geometría 
euclidea, en honor al matemático griego Euclides, el primero en estudiarla 
en el siglo V a.C. Su extenso tratado los seis libros primeros de la geome- 
trío se mantuvo como texto autorizado de geometría hasta lo aparición de 
las llamados geometrías no Euclídeas en el siglo XIX. 


Geometría (del griego geo, “tierra”; 


1 Cro 


GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA, 


Conceptos básicos 
Antes de iniciar el estudio de la geometría y trigonometría, analizaremos algunos conceptos básicos: 


Geometría. Rama de las matemáticas que estudia las propiedades, las formas y las dimensiones de figuras y 
cuerpos geométricos. 


Punto. Según Euclides: “Punto es lo que no tiene partes”, para evitar confusiones al dar una definición más 


compleja sólo diremos que la idea de punto, nos la da la marca que deja un lápiz sobre el papel, tan pequeña que 
carece de dimensión. 


Línea recta. Sucesión infinita de puntos que tienen la siguiente forma: 


> 
A B 
Recta AB 


Semirrecta. Si se fija un punto C en una recta, al conjunto de puntos que le siguen o preceden se le llama semirrecta. 


р. 
с D Semirrecta CD 


Segmento. Porción de recta limitada por 2 puntos no coincidentes, 


A © D B 


Curva. Es aquella línea que no tiene partes rectas. 


g > 


Arco. Porción de curva limitada por 2 puntos no coincidentes. 


<a, **® 


Figura geométrica. Extensión limitada por puntos, líneas y superficies. 


pae 


Cuerpo sólido. Es todo aquello que ocupa un lugar en el espacio y posee longitud, anchura y altura. 


A] d 


Proposición, Enunciado que nos propone algo y que por tanto se puede calificar como falso o verdadero. 


Сатио 1 


"Conceptos básicos 


Axioma. Proposición evidente que no requiere demostración, 


Ejemplos 


Dos puntos diferentes determinan una recta y sólo una. 
Sobre cualquier recta hay al menos 2 puntos diferentes. 


Postulado. Proposición cuya verdad aunque no tenga la evidencia de un axioma se admite sin demostración, 


Ejemplos 


Dos rectas determinan un punto y sólo uno, 
Siempre es posible describir una circunferencia de centro y radio dado. 


Teorema. Proposición cuya verdad necesita demostración, 


Ejemplos 


Dos ángulos opuestos por el vértice son iguales. 
La suma de los ángulos interiores de todo triángulo son 180°. 


Corolario, Proposición que es consecuencia inmediata de otra. 


Ejemplo 
Del postulado de Euclides: “Por un punto exterior a una recta, pasa una sola paralela a dicha recta”. Se obtiene el 
siguiente corolario: “Dos rectas paralelas a una tercera, son paralelas entre sf", 


Lema. Proposición que sirve para facilitar la demostración de un teorema. 


Ejemplos 


Тода línea poligonal convexa es menor que cualquier otra línea envolvente que tenga los mismos extremos. 

Un ángulo no nulo y no llano divide al plano en 2 regiones, de tal suerte que en una y sólo una de las regiones, 
2 puntos cualesquiera siempre pueden unirse por un segmento que no interseca ninguna de las 2 semirrectas que 
formanel ángulo. 


CAPÍTULO 2 


ÁNGULOS 


SEXAGESIMAL 


ional que emplea la base sesento. 
Ms © su origen en 0 опір Bobi 
їс. 


Definiciones de ángulos del libo A diferencia de la mayoría de los demás 

Los elementos de Euclides sistemas de numeración, el sexogesimol 

по se usa mucho en la computación ge- 

neral ni en la lógico, pero sí en la medición de ángulos y coordenadas 

geométricos. La unidad estóndor en sexogesimal es el grado. Una circun- 

ferencia se divide en 360 grados. Las divisiones sucesivas del grado dan 

iog a a minutos de arco (1/60 de grado) y segundos de arco (1/60 
minulo]. 


Quedan vestigios del sistema sexogesimal en la medición del tiempo. Hay 
24 horas en un día, 60 minutos en una hora y 60 segundos en un minuto. 
Los unidades menores que un segundo se miden con el sistema decimal. 


E: un sistema de numeración posi- 


2 Сато 


CONETÑA Y TRGONOMETRA 
Definición 
Un ángulo es la abertura comprendida entre 2 semirrectas que tienen un punto en común, llamado vértice. 
с 
Lado final 
A 4 B 
Lado inicial 


El ángulo se representa como Z A, Z BAC, û, o con letras del alfabeto griego. Si un ángulo se mide en sentido con- 
trario al movimiento de las manecillas de un reloj, entonces es positivo, si se mide en el mismo sentido entonces será 
negativo, 


Medidas 


Los ángulos se miden en grados o radianes de acuerdo al sistema, 


Sistema sexagesimal 

Este sistema de medir ángulos es el que se emplea normalmente: la circunferencia se divide en 360 partes llamadas 

grados, el grado en 60 partes llamadas minutos y el minuto en 60 partes que reciben el nombre de segundos. 
1=60; 1 =60" 


Ejemplos 
A continuación se dan 3 números en sistema sexagesimal; 
a) 45° 
b) 21° 36 
с) 135° 28' 32" 
Relación de conversión 
Es la relación que existe entre los grados, minutos y segundos de un ángulo expresado en sistema sexagesimal, 


Segundos 


p - Ene) — 


ucc guage н 


De acuerdo con la gráfica, se establecen las siguientes condiciones de conversión: 


© Para convertir de una unidad mayor a una menor se multiplica por 60 o 3 600, según sea el caso, 
© Para convertir de una unidad menor a una mayor se divide entre 60 o 3 600, según sea el caso, 


CAPÍTULO 2 


Ángulos 


EJEMPLOS ы 
LA, er Convierte 19° 477 23°а grados. 
Е | Solución 

Los minutos se dividen entre 60 y los segundos entre 3 600: 


na CAMA Я — 
19° 4T 23 a) = 19° + 0,7833" + 0.0063" = 19,7896" 
Por tanto, 19° 47° 23” equivalen a 19.7897". 


2 @e-Convierte 32° 12° 15" a minutos, 
Solución 
Los grados se multiplican por 60 y los segundos se dividen entre 60: 


32° 12 15" =(32)(60)' + 12" (2): 21920 + 12' +0,25' = 1 932.25" 
Por consiguiente 32° 12° 15" equivalen a 1 932.257, 


З @e-Convierte 45,5638° a grados, minutos y segundos, 
Solución 
La parte decimal de 45,5638" se multiplica por 60 para convertir a minutos; 


45,5638" = 45° + (.5638)(60') = 45° 33,828" 


La parte decimal de los minutos se multiplica por 60 para obtener los segundos: 
45°33,808' = 45° 33' + (828(60") = 45° 3349,68" 


EJERCICIO 1 
Convierte los siguientes ángulos a grados: 
DO a. 40° 10715" same 5.999" 
2. 61° 42°21" 4, 3° 40740" 6. 98°22°45” 


Convierte los siguientes ángulos a su equivalente en grados, minutos y segundos: 


т. 40.327 9, 18,255 11, 19.99% 
8. 61,24 10, 29411* 12, 44,01% 


© Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente + + 122000... 
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Sistema cíclico o circular 


Este sistema utiliza como unidad fundamental al radián. El radián es el ángulo central subtendido por un arco igual a 
la longitud del radio del círculo. Se llama valor natural o valor circular de un ángulo, 


Un radián (1 rad) equivale a 57.29" y л rad equivalen a 180°, 


Conversión de grados a radianes y de radianes a grados 


‘Sea S un ángulo en sistema sexagesimal (grados) y Ren el sistema cíclico (radianes), entonces para convertir: 


Se multiplica el número de grados por el factor | Se multiplica el número de radianes por el factor 
x 


y se simplifica, esto es: I7" узе simpli, esto es: 


45) ds) 


180° 


‘Se multiplica 150° por el factor a 


Por consiguiente, 150° es equivalente a P rad. 


2 0»: Convierte a grados La rad. 


Solución 


1 
‘Se multiplica por el factor —— y se simplifica al máximo, obteniendo: 


(= 
q 1807 


10809m _ 70180) _ 50 
4л 4 


Finalmente, i rad equivalen a 315°, 
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Carto 2 


Ángulos 


3 0»-Convierte 12° 15° 36" a radianes. 
Solución 
Se convierte a grados el ángulo: 


° 15° 36" = 12° + [5 36 [| _ 19° > o = 12.26° 
12° 19 36” = 12 (GJ 4 = 12° +0,25° + 001° = 12.26 


La conversión a grados se multiplica por el factor Tm y se simplifica a su mínima expresión: 


613 
9000 


613% 
9000 


Д Ф»-Ехргеза un ángulo Ө que mide 3 radianes en grados, minutos y segundos, 
Solución 

180° 

Para coment de radianes a grados se multiplica por el factor ( т ) 


Por tanto, 12° 15° 36” es equivalente a 


180' 
3md 3| T 

La parte decimal se convierte en minutos, 
171.8873" = 171° + (0.887360) = 171° 53,238" 


El nuevo decimal se convierte en segundos, entonces: 


171.8873° = 171° 53'  (0.238(60") = 171° 53' 14.28" 


EJERCICIO 2 

Transforma a radianes los siguientes ángulos: 

1 210 & 330° 

2. 300° 9, 120° 

з 25 10, 135° 

4, 450° 11, 4523" 

5. 72° 12, 128,30° 

6. 100° 13, 150° 36 40" 
7. 30° 14, 420° 0' 45" 


© Verica tus rematados en la sección de soluciones correspondiente а eem 
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 GEOVETHA Y TRGONOMETHA 
EJERCICIO 3 
1 Conviene a grados sexagesimales los siguientes ángulos: 
E dix E DES 10, 47124 rad 13, 62832 rad 
3 3 5 
n 1 
©" 5. T 8 тул 11. 0.1683 rad 14, OSrad 
3 1 
3. 3F вт 9. 1.5708 rad 12, 1.1201 rad 


(O verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente + ........... 


Operaciones 
А continuación se presentan las operaciones básicas con ángulos: suma, resta, multiplicación y división, 


EJEMPLOS. . 
3 Jl e» Efectúa la suma de los siguientes ángulos: 29° 38° 22"; 18° 47° 52”; 36° 42 37" 
E ^. Solución 
Se acomodan en forma vertical de acuerdo a su orden: 
29° 38 27 
+ 18 47 52 
36° 47 37” 
83° Dr 111" 
Pero 111” =1' 51” 


83° 127 111" = 83° 127 + 1' 51" = 83° 128 51" 


83° 128' SI" = 83° + 2° 08’ SI" = 85° 08' 51" 
Por tanto, el resultado ез: 85° 08' 51", 


2 0»-Realiza lo que se indica: Resta 24° 42* 18" de 138° 29° 17" 
Solución 


Sc acomodan en forma vertical; 
138° 29' 17" 
= 24° 42' 18" 
Dado que 42' > 29' y 18" > 17”, entonces 138° 29" 17" se transforman en 
138° 29 17" = 137° 89' 17" = 137° 88 77" 
Y se realiza la resta, 
137° 88' T7" 
- 24° 4» 18" 
113° 46" 59" 


Finalmente, se concluye que el resultado es 113° 46° 59”, 
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Ángulos 


3 e«-Muliplica 73° 16° 32" por 29, 


Solució 

T» 16 32" 

x 29 

2117 464° 908" 

Н resultado que se obtiene se simplifica, al transformar los segundos a minutos: 
2 117° 464 928" = 2 117° 464 + 15 28" 22 117° 479° 28” 
Y después minutos a grados: 
2 117° 479° 28" = 2 117° + 7° S9' 28" 22 124° 59' 28" 

Por tanto, el resultado es: 2 124° 59' 28", 


Encuentra la novena parte de 165° 48' 29”, 
Solución 


Se dividen los grados entre 9: 
18* 


9П65° 487 29° 
3° 
El residuo se transforma a minutos y se suma con 48", 
18° 
965° 48 29" 


al 
Ahora 228' se divide entre 9 y el residuo se transforma a segundos, 
18° 25' 
91165° 48 29" 
3° = 180 
Finalmente, 209” se divide entre 9: 
18° 25 23" 
9 [165°  48' 29" 
3°= 180 
228 29" 
3180" 
209" 
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 GtOMETHA Y TIGONOMETRA 
EJERCICIO 4 
Efectúa las siguientes operaciones: 
1, 40°30" 18" 8. 35° 28" 
+159 167 32" x 25 
2 25° 30" 9. 25° 35 254" 
+15 12 457 х 15 
3, 36° 42 28” 10, 25° 13' 427 
+ 10° 23° 40” x 9 
71325" 
4. 180° п. 26118723 
— 120" 40' 15" 
5. 213 2513" 12. 8П125°30 25° 
-105 IT 25" 
6 90° 13, 12142016 
14° 15° 387 
7. 14° 30° 15" 14, 141 185° 34' 12” 
x n 


© Verifica tus resultados on la sección de soluciones correspondiente s 


Clasificación de acuerdo con su medida 


La magnitud de un ángulo depende de su abertura comprendida entre los lados y no de la longitud de éstos, De acuer- 
do con su magnitud, se clasifican en: 


Convexos 
Son los que miden más de 0? y menos de 180°, a su vez se clasifican en; 


Agudo. Es aquel que mide más de 0" y menos de 90°, 


45° 


Recto. Es aquel cuya magnitud es de 90°. 


90° 
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Ángulos 


‘Obtuso. Es aquel que mide más de 90° y menos de 180°. 


135° 
llano о de lados colineales 
Es el que mide 180°, 

180° 
Cóncavo o entrante 
Es aquel que mide más de 180” y menos de 360°, 

215° 315° 
Perigonal o de vuelta entera 
Es el que mide 360°. 
360' 


Qe— 


Son aquellos cuya suma es igual a un ángulo recto (90°). 


Complementarios 


b Za*Zbz90 


a 


Suplementarios 
Son aquellos cuya suma es igual a dos ángulos rectos (180°), 


Za+ Zb= 180° 
a b 
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Conjugados 
Son los ángulos cuya suma es igual a cuatro ángulos rectos (360°). 


a 


b 
&а+ 2 = 360° 
EJEMPLOS: x 
2 Î @ Determina el complemento del ángulo de 38° 40", 
E | Solución 
& Por definición, 2 ángulos son complementarios si suman 90°, entonces: 
38*40' + x = 90° pero 90° = 89*60" 
x = 89*60'-38* 40" 
x = 51°20" 
Por consiguiente, el complemento de 38° 40' es 51° 20, 
Determina el ángulo que es el triple de su complemento, 
Solución 
Sea xel complemento, entonces 3x es el ángulo, al aplicar la definición de ángulos complementarios: 
Ángulo + Complemento = 90° ; 3+ x=90° 
4х=90° 
qe 
4 
х=225° 
Por tanto, el ángulo es de 67.5° = 67° 30'. 
Encuentra el valor de los ángulos que se muestran en la siguiente figura; 
Solución 
Los ángulos 4 AOB, Z BOC y 2 COD son suplementarios, entonces: 
ZAOB = x - 10° (x — 10°) + 3x + (2x - 207) = 180° 
ZBOC = 3x бх-30° = 180° 
ZCOD = 2x~20° 6x =210° 
х=35° 
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Ángulos 


Entonces: 
ZAOB = x - 10° = 35° — 10° = 25° 
ZBOC = Зх = 3(35°) = 105° 
Z COD = 2x - 20* = 2(35°) - 20° = 70° – 20° = 50° 


4 9*-Determina el valor de los ángulos de la siguiente figura: 


Solución 
Enla figura, 
Z MON = Jx +20, zNoP- + +10" y ZPOQ- E +20° 


Los ángulos 4 MON, ZNOP y 2 РОО forman un ángulo llano, entonces: 


1 1 1 
2. + paul = 180° 
qii + x +10° + ух + 20° = 180 


Donde х = 120°, por consiguiente, 
Z MON = 80°, Z NOP = 40° y Z РОО = 60° 


EJERCICIO 5 
Indica silos pares de ángulos siguientes son complementarios, suplementarios o conjugados: 


1. 37 y 143° 6, 34°48" y 55°12" 
2. 42% y 48° 7. 22° y 158° 

3, 135° у225° 8, 10°у 80° 

4, 21°y 339° 9, 270° y 90° 

5. 132°у228° 10, 179° y 1° 
Efectúa lo siguiente: 


11. Determina el complemento de 80°. 
12, Encuentra el suplemento de 123%, 

13, Encuentra el conjugado de 280°, 

14, Si el complemento de un ángulo mes 2m, ¿cuál es el valor del ángulo? 

15, ¿Cuáles el ángulo cuyo complemento es 4 veces mayor que €1? 

16. Si el suplemento de un ángulo es 8 veces el ángulo, ¿cuánto vale éste? 

17, Un ángulo y su complemento están en la razón 2:3, ¿Cuál es la medida del ángulo? 
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= 18, ¿Qué ángulo es igual al doble de su suplemento? 
19, Determina el valor de los ángulos que se muestran en las siguientes figuras: 


o c b о 


8) т 
Tx + 16° 


Ах + 14° A 12x + 107 х +25° A 


B 


©) Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente « eum 
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CAPÍTULO 2 


Ángulos 


+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


Los ángulos se encuentran en todo aquello que tenga intersecciones de líneas, bordes, planos, ctoétera. La esquina de 
una cuadra, el cruce de los cables de luz, al abrir un libro, la esquina de un cuarto, la abertura formada por las mane- 
cillas de un reloj, la unión de una viga y una columna, son algunos ejemplos de ángulos, éstos tienen aplicación en la 
aviación, la navegación, la topografía y la trigonometria, entre otros. 


© Ángulo vertical 

Sirve para definir el grado de inclinación del alineamiento sobre un terreno, Si se toma como referencia la línea 
horizontal, al ángulo vertical se le conoce como pendiente de una línea, el cual es positivo (de elevación) o negativo 
(de depresión). 


Visual 
6: Angulo de elevación 
Horizontal 
а « Angulo de depresión 
Visual 


© Ángulo horizontal 

Lo forman 2 líneas rectas situadas en un plano horizontal. El valor del ángulo horizontal se utiliza para definir la 
dirección de un alineamiento a partir de una línea que se toma como referencia, y por lo regular son los puntos 
cardinales: norte (М), sur (S), este (E) y oeste (О). 


En la figura se muestran las direcciones de los 
puntos A y B respecto al punto Р. 


Dirección de A respecto a P 
№25°0 o 065°№ 


Dirección de B respecto a Р 
E10°S o S80°E 


Un barco sale de un puerto con dirección 040°50'N, mientras que una segunda embarcación sale del mismo muelle 
соп dirección E24*30"N. ¿Qué ángulo forman las direcciones de ambos buques? 
Solución 
Al establecer las direcciones de los dos barcos, se observa que el ángulo Ө que forman es; 
Ө = 180° — (40° 50'+ 24° 30") 
0= 180° —65° 20° 
Ө= 114° 40" 


Por tanto el ángulo que forman mide 114° 40°, 
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2 ¿Cuáles el ángulo agudo formado por el horario y el minutero si el reloj marca las 18:20 hr? 
Solución 
En unreloj de manecillas cuando el minutero recorre una vuelta (360°), el ho- 
тапо sólo avanza 30°, esto significa que el horario avanza la doceava parte de lo 
que recorre el minutero por vuelta, a partir de las 12:00 hr, luego, a las 18:20 hr, 
el minutero avanzó 120° y está ubicado en el número 4 mientras que el horario 
avanzó gam. 10° y está entre las 6 y las 7 horas, por tanto, el ángulo agudo 
в de 70°, 


EJERCICIO 6 


Resuelve los siguientes problemas: 


. Un barco sale de un puerto con dirección norte y una segunda embarcación sale del mismo muelle con dirección 
sureste, Determina el ángulo que forman las direcciones de los dos buques. 


2, Dos aviones parten de una ciudad con direcciones $32°E y E 57*N, ¿cuál es el ángulo que forman sus direcciones? 


ы 


. El ángulo que forman las direcciones de 2 personas es 125°, Determina los ángulos Ө y asi la primera persona tiene 
dirección O@N, la segunda Ea y O equivale a los cinco sextos de a. 


4, Desde un punto P se observan dos edificios, el primero de ellos tiene una dirección N8° 39° О. Si el ángulo que for- 
man las direcciones de estos edificios es de 144° 39°, determina la dirección del segundo edificio si se encuentra en 
el plano oeste-sur. 


5. ¿Cuál es el ángulo agudo formado por las manecillas del reloj cuando marcan las 14:15 hr? 
6, Determina el número de grados en el ángulo formado por las manecillas del reloj а las 10:10 hr. 
7. Encuentra el número de grados en el ángulo mayor formado por las manecillas del reloj a las st. 
8, ¿A qué hora entre las 12:00 y las 13:00, las manecillas del reloj formarán un ángulo de 165°? 
9. ¿Cuántos radianes girará el minutero de un reloj en un día completo? 

10, ¿A qué hora entre las 3 y las 4, las manecillas del reloj forman un ángulo de 130°? 


(O) vertes tus rosiltados an la sección de soluciones correspondiente = 
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CAPÍTULO 


RECTAS PERPENDICULARES Y PARALELAS 


HISTÓRICA. 


AXIOMA DE PARALELISMO 
У POSTULADO DE EUCLIDES (ҮРЕ) 
Si 2 rectas distintas Гул coplanares cortadas por 
‘una secante геп puntos distintos, forman con ella 
en d semiplano [], 2 ángulos interiores, de tal 
‘manera que la suma de sus medidas sea menor 
que 180", entonces las 2 sectas secortan enalgún 

punto del semiplano II, 


El quinto postulado de Euclides (ҮРЕ) tiene un 
enunciado equivalente, llamado el postulado de 
la paralela única de Playfair, el cual dice; “por un 
punto exterior a una recta pasa una paralela a la 
Tecta y sólo una”. 


de paralelismo de Euclides) 
causó un trastorno conside- 
roble desde la época de los grie 
.. Muchos geómetras pensaron 
фе ol vez podria dedicite como 
orema o partir de los restantes 
axiomas o postulados. Euclides 
mismo trató de evitarlo mientras 
pudo, pues no lo utilizó en sus 
demostraciones sino hasta que lle- 
gó a la proposición 120, Durante 
más de 2 000 años fueron ofre- 
cidas diferentes “demostraciones” 
del postulado, pero cada una se 
bosaba en una suposición equiva- 
lente al mismo. La independencia 


E quinto postulado [axioma 


del postulado de las paralelas quedó establecida cuando fue demostrada 
la compatibilidad de los otros geómetras donde el V Postulado se nego- 
Бо o cambiaba por otro. Cualquier geometria cuyos axiomas contradicen 
alguno de los de Euclides, es llamada no euclidiana. la primera de ellas 
que se inventó fue la geometría Lobachevsquiana. Gauss (1777-1855) en 
Alemania, Bolyai (1802-1860) en Hungría y Lobachevsky (1793-1856) 
en Rusia, plantearon independientemente la forma de Playfair [1748-1819] 
del postulado, considerando 3 posibilidades: por un punto exterior a una 
recto pueden trazarse тёз de una, Únicamente una o ninguna paralela а 


la recta. 
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Perpendicularidad 


Dos rectas son perpendiculares si, al cortarse, forman 4 ángulos rectos. Para denotar que una recta es perpendicular a 
ата se utiliza el símbolo L. 


с 


Si АВ L GD, entonces 
ZAOC = ZCOB = £ BOD = Z DOA = 90° 


© Teorema 1. Si por un punto exterior a una recta se traza una perpendicular y varias oblicuas, se verifica; 
A 


B с D 


а) El segmento perpendicular comprendido entre el punto y la recta es menor que cualquier segmento de las 
oblicuas, 


Si АС 1 BD, entonces AC < AB y AC «AD 
b) De 2 segmentos de oblicuas cuyos pies no equidistan del pie de la perpendicular, es mayor aquel que dista más. 
Si ВС < СР, entonces AB<AD 
с) Los segmentos de oblicuas cuyos pies equidistan al pie de la perpendicular, son iguales. 


Si BC = CD, entonces AB = AD 


© Teorema 2. Si una recta es perpendicular a otra, ésta es perpendicular a la primera. 


Paralelismo 
Dos rectas son paralelas si no tienen un punto en común y guardan siempre una misma distancia, 


A—— 8 €—— 
AB| co 
c D 


© Teorema 1. Dos rectas en el plano, paralelas a una tercera, son paralelas entre sí. 


A B — -— 
c D SVAB|CD у CD| EF entonces AB| EF 
E F 
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Rectos perpendiculares y poralelas. 


© Teorema 2. Por un punto exterior a una recta se puede trazar una y sólo una paralela a ella, 
Р 
с——————һр 


AB 
© Teorema 3. Si una recta £, es perpendicular a l, también es perpendicular a toda paralela a la recta £2. 


b D 
1 " si 4L4» tall 4 


Entonces: 
414 
A 


Angulos opuestos por el vértice 


Son aquellos que tienen el vértice común, y los lados de uno de los ángulos son la 
prolongación de los del otro, 
Los ángulos opuestos por el vértice son iguales; 
ZazZc y ZbzZd 


Ángulos contiguos 


Son aquellos que tienen un lado y un vértice en común. 
2 АОВ es contiguo a 2 BOC, entonces; 


ZAOB + 2 ВОС = 2 АОС 
Ángulos adyacentes 
Son ángulos contiguos cuyos ángulos no comunes están alineados, esto es, suman 
180%, 
Z АОВ cs adyacente а 2 BOC, entonces: 
ZAOB + 2 BOC = 180° 4 ó c 


Rectas paralelas cortadas por una recta secante 


Dadas las rectas, ЕЕ | 77" y $5' una recta secante, se forman los siguientes ángulos: 


Estos ángulos reciben los siguientes nombres: 


Ángulos alternos internos. Ángulos internos no adyacentes situados en distinto lado de la secante; son iguales. 
23=25; /4=/6 
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Ángulos alternos externos. Ángulos externos no adyacentes situados en distinto lado de la secante; son iguales. 
41527, Z2228 
Ángulos correspondientes. Dos ángulos no adyacentes situados en un mismo lado de la secante; son iguales, 
Zli2Z5; Z4-Z& 22226 23-27 
Ángulos colaterales internos (suplementarios). Dos ángulos internos no adyacentes y situados del mismo lado de 


la secante; suman 180°. 
24425= 180; /3+//6=180° 


Ángulos colaterales externos (suplementarios). Ángulos externos no adyacentes situados del mismo lado de la 
secante; suman 180°, 
21+28=180% 22+27= 180° 


m 


IEMPLOS: =f 
1. € Si £, | £,,calcula el valor de los ángulos a, b, с, d, e, f, x, y 2х — 15°, de la siguiente figura: 
П 


Ejemplos 


Solución 
Los ángulos x y 2x — 15" son colaterales externos, entonces: 
x4Qx-15)2180* э 3x- 15° = 180° 
Зх = 180° + 15° 
Эх = 195° 
aes 
3 
x= 65° 
Los ángulos a y x son ángulos suplementarios: 
a+x= 180° > а=180°-х 
а = 180° – 65° 
а= 15° 
Para obtener los valores de los ángulos restantes, únicamente se toma la posición de cada par de ángulos: 
Zd=Za por ser correspondientes, entonces Z d = 115° 
2с= п por ser opuestos porel vértice, en consecuencia Z с = 115° 
Ze=Zx por ser correspondientes, se determina que Z е = 65° 
Zf=Ze por ser opuestos porel vértice, por tanto Z f= 65° 
Luego, los valores de los ángulos son: 


Za=115 4х=65° 
44=115° 65° 
24с= 115° = 65° 
225-15 = 115° 65° 
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Rectas perpendiculares y paralelas 
2 esi (i| £,, obtén los valores de x y de yen la siguiente figura: 
2 4 
110° 
x-y, 

4 
Solución 
Los ángulos 110° y 2y son suplementarios: 

180*-110* 70* 

2y 110° = 180° donde у= ———=—-=35 


Los ángulos x — y y 110° son alternos internos, entonces, 
х-у= 110° donde х-35° = 110° 
х= 110° + 35° 
х= 145° 


Finalmente, las soluciones son: 


EJERCICIO 7 
Calcula el valor de cada uno de los ángulos que se indican en las figuras siguientes: 


1. 2 SiL ||L, 


A 


3. SiL, || 4 
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= 5, SiL, |[Lyvencuentra el valor 6. Si L, || L» halla el valor de x 
de los ángulos 
D 
2x + 207 
3-5 


ГА 


8. En la siguiente figura; A || В, C || D y el 23 = 110°, Determina la medida de los ángulos Z 4, Z 7, Z 1, 210, 
213у216 


En los ejercicios del 9 al 11 determina el valor de x y y 


9. Si AB | CD 10. Si AB | CD 


115° 
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CAPÍTULO 3 


Rectos perpendiculares y paralelas 


+ En las siguientes figuras encuentra la medida de los ángulos que se forman: 


13, SiL, ll 14, SiL lL, 


15. SiL |2, 16. SiL JL, 


Ax-24* 


hy ГА 


Resuelve los siguientes ejercicios: 
17. Con base en el croquis que se muestra, ¿cuál de las siguientes afirmaciones es verdadera? 


a) Lacalle de Uxmal es paralela a la de Tajín 

b) La avenida Xola es perpendicular a la calle de Xochicalco 

c) La avenida Diagonal de San Antonio es paralela a la avenida Xola 

d) El ángulo que forman la calle Petén y la avenida Diagonal de San Antonio es de 35° 20" 
е) Las avenidas Xola y José María Vértiz son paralelas 

f) Las avenidas Cuauhtémoc y José María Vértiz son paralelas 

g) Las avenidas Diagonal de San Antonio y José María Vértiz son perpendiculares 


(O Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente = 
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HISTÓRICA. 


ciente a la obra Blustrium Imagi- 
пез de Fulvio Orsini, publicada en 
1570. 


conocido como pitagorismo. 


Teoría de los números 


CAPÍTULO 4 


TRIÁNGULOS 


y matemático griego, cuyas doctrinas 

influyeron mucho en Platón, Nacido 
en lo isla de Samos, Pitágoras fue instruido en 
las enseñanzas de los primeros filósofos jo 
ríos: Tales de Mileto, Anaximandro y Anaxi- 
menes. Se dice que Pitágoras fue condenado 
a exiliarse de Samos por su aversión a la 
tiranía de Polícrates. Hacia el 530 a.C. se 
instaló en Crotona, una colonia griega al sur 
de Italia, donde fundó un movimiento con 
propósitos religiosos, políticos y filosóficos, 


pz c. 582<, 500 a.C.), filósofo. 


Entre las omplias investigaciones matemáticas realizadas por los pitagéri- 
соз se encuentran sus estudios de los números pores e impares, y de los 
números primos y de los cuadrados, esenciales en la teoría de los núme- 
ros. Desde el punto de vista aritmético cultivaron el concepto de número, 
que llegó о ser para ellos el principio crucial de toda proporción, orden y 
armonía en el universo. A partir de estos estudios establecieron una base 
denfífica pora las matemáticas, En geometría el gran descubrimiento de la 
escuela fue el teorema de lo hipotenusa, conocido como teorema de Pitá- 
goras: el cuadrado de la hipotenusa de un triángulo rectángulo es igual a 
la suma de los cuadrados de los otros 2 lados. 


Д Capitulo 


¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA, 


Definición 


Porción del plano limitada por 3 rectas que se intersecan una a una en puntos llamados vértices. 


e 


La 


А,В y C: vértices 
AB, ВС y AC: lados 


la 


Clasificación de los triángulos 
Los triángulos se clasifican por la longitud de sus lados o la magnitud de sus ángulos. 


Por sus lados 
"Triángulo equilátero Triángulo isósceles Triángulo escaleno 
Sus lados son iguales Tiene 2 lados iguales Sus lados son diferentes. 
B B B 
A 
A с А € E 
АВ = АС = ВС АВ = BC + АС AB + BC + АС 
Por sus ángulos 
Triángulo rectángulo Triángulo acutángulo Triángulo obtusángulo 
Tiene un ángulo recto Sus 3 ángulos son agudos Es el que tiene un ángulo obtuso. 
B 
c 
B 
B A с А 
2А=90 ZA«90*, ZB <° y Z C« 9 ZA>90° 
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Cario 4 


Tróngulos 
Rectas y puntos notables 
Son rectas y puntos con características especiales dentro de un triángulo y son: 
Altura. Es el segmento perpendicular trazado desde un vértice ^ 
al lado opuesto. 
A У 

Ortocentro. Se define así al punto donde se intersecan las alturas. аан 

A в 

c 
Mediana. Así se denomina al segmento que une un vértice 
соп el punto medio del lado opuesto. 
Pm AC, Pm ВС 
O: Baricentro 

Baricentro. Es el punto donde se intersecan las medianas, А TIT B 


Bisectriz, Recta que divide en 2 ángulos iguales a un ángulo 
interior de un triángulo, 


Incentro. Es cl punto donde se intersecan las bisectrices. 


Mediatriz, Recta perpendicular al lado de un 
que pasa por el punto medio de este mismo lado, 


Pm AC 
Circuncentro. Es el punto donde se intersecan 2 
las mediatrices. 


O: Circuncentro 
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¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA, 


Teoremas 
A continuación se mencionan y demuestran algunos teoremas importantes sobre triángulos, 


© Teorema 1. La suma de los ángulos interiores de un triángulo es igual a 180°. 


ДА+ ZB+ 2С = 180° 


В c 


Demostración: Por ángulos suplementarios, 
L1+LA+22=180% 

La recta que pasa porel vértice A es paralela a BC y por ángulos alternos internos entre paralelas: 
21=2В;22=2С 

Al sustituir en Z 1 + 2 A + 2 2 = 1805 se obtiene: 
ZBZA*ZCz 180° 


© "Teorema 2. Un ángulo exterior de un triángulo es igual a la suma de los 2 interiores no adyacentes a él. 


[3 
P 


ZP-ZA*ZB 
£N=ZA+ZC 


M N 


A B 


Demostración: En un triángulo la suma de los ángulos interiores es 180°, 
LB+LA+LC=180 
Los ángulos A y M son suplementarios: 
ДА+2 М = 1807 
Al igualar; 

L¿B+LA+LO=LA+LM 
2В+2 Се 2А-2А+2 М 
2В+АС=2М 

Para 2 N y 2 P se realiza el mismo procedimiento. 
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Tióngulos 
© Teorema 3. La suma de los ángulos exteriores de un triángulo es igual a 360°, 
2м+ам+2Р= 360° 
Demostración: Los ángulos М, Р у N son ángulos exteriores, entonces al aplicar el teorema 2, 
LM=LB+LC 
+ £P=LA+LB 
ZN: А+/С 
LM+LN+LP=2LA+2LB+2L4C 
LM+LN+LP=XLA+LB+ LO 
ZM + LN + L Р = (180°) = 360° 
Por tanto, Z M + Z N + Z P = 360° 
© Teorema 4. En todo triángulo la longitud del segmento que une с 
los puntos medios de dos lados es paralela e igual а un medio de pilas 
la longitud del lado restante, Bi E * 
DE.lag 
2 
A B 
© Teorema 5. La suma de dos lados cualesquiera de un triángulo c 
es mayor que el lado restante, mientras que su diferencia es 
menor, 
AB < AC + BC 
A B 
© "Teorema 6. Si 2 lados de un triángulo son distintos, al mayor c 
lado se opone mayor ángulo, Si BC > AC 
entonces 
ZA»ZB 
A B 
© Teorema 7, Para 2 ángulos distintos de un triángulo, a mayor с 
ángulo se opone mayor lado. Si ZA» ZB 
entonces 
BC > АС 
A B 
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Сбеометйл THCONOWETIA 
EJEMPLOS: . 
B, es Calcula el valor de los ángulos del siguiente triángulo: 
y 
F й 
B A 
Solución 


Por definición, los ángulos interiores de un triángulo suman 180° 
х+2х+3х = 180° donde 


Si х = 30°, entonces: 
LA=x=30", / C= 2х = 2(30°) =60°у 2 В = 3х = (30°) =90° 


Por consiguiente; Z А = 30°, 2 C = 60* y / В =90° 


2 9»: Calcula el valor de los ángulos del siguiente triángulo: 


\ 
D (À 
A 135° 
LA Es 

Solución 
Por ángulos exteriores: 

2 C453 = 135° donde 2 С= 135° – 53° = 82° 
Por ángulos suplementarios, 


£ B+135°=180° + = 2 B= 180° –135° = 45° 
ZA+S3°= 180° > ДА = 180° -53 = 127° 
2Сс+20=180° > — ZDc-18*—7 C= 180° – 82° =98° 


Por tanto, £ А = 127°, 2 В= 45°, 2 C=82°y Z D = 98° 
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Tióngulos 
З ө». Determina el valor de los ángulos del siguiente triángulo: 


Ac 


D A 
Solución 


La suma de los ángulos interiores es 180° 
2r+ x + (21-59 = 180° 


Por ser ángulos suplementarios: 
LA+x= 180° > £A = 180°—-х = 180°-37° = 143% 
LB + 2х-5° = 180° > ZB = 180°- 2x + 5° = 180° – 74° + 5° = 111° 
£C+2r= 180° > 2. C= 180° ~ 2х = 180° — 74° = 106° 
Por consiguiente: 
LA= 143° 2В= 11° 2 С = 106° 
2 х= 37° 2 2х = 74° 


4 09-La medida de los ángulos interiores de un triángulo es equivalente a 3 números pares consecutivos, ¿cuál es la medida 
de cada ángulo? 


Solución 


Sean los ángulos 2x, 2x + 2°, 2x 4°, 


aplicas el teorema 1 de los triángulos: 
2х+2х+2° + 2e + 4° = 180° 


бх + 6° = 180° 
бх = 174° 
x22 
Por tanto, el valor de cada uno de los ángulos es: 
58°, 60° y 62° 
A 
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¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA 
EJERCICIO 8 
Resuelve los siguientes problemas: 
1. Calcula el valor de los ángulos exteriores del siguiente 2, Uno de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo 

triángulo: es 8 veces el otro, ¿Cuánto vale cada ángulo? 

q 

ay aS 

d 

145° 


3, En un triángulo isósceles, un ángulo de la base es el — 4, Uno delos ángulos interiores de un triángulo mide 84° 
cuádruplo del ángulo diferente, ¿Cuánto mide саа yla diferencia de los otros 2 es de 14°, ¿Cuánto miden 
ángulo? los ángulos restantes? 


5. Encuentra los ángulos interiores de los siguientes trián- — 6, Determina los valores de В y 0. Si AC biseca al ángulo 
gulos; DCBy DC [AB 


D. [^c 
A 108° 
A B 


7. Determina el valor de los ángulos interiores del tridn- 8, En la siguiente figura el lado AC es bisectriz del ángulo 
gulo ABC. £ BAD. Determina los ángulos interiores de los A ABC y 
ACD subiendo que Z BAC = y + 8°, / САР = x + 13°, 


2 АВС=3х-6° y ACD = By +7 


PS 


145° 
B С D E 


[Ll tus resultados en la sección de soluciones correspondiente n 
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Cario 4 


Tióngulos 


Triángulos congruentes 
Son aquellos que tienen la misma forma y tamaño, 
Si 2 triángulos son congruentes entonces: 


а) Sus lados homólogos son iguales. 
b) Sus ángulos homólogos son iguales, 
A A 


ы vs vs 


C 2 B @ 2 т 


Los triángulos ABC y A'B'C' son congruentes, porque tienen iguales tanto sus lados como sus ángulos, es decir, 


existe igualdad entre los 3 pares de lados y los 3 pares de ángulos. 
Esto se representa A ABC = A A'B'C' y se lee: “El triángulo ABC es congruente con el triángulo A'B'C'". 


Teoremas de congruencia 
© Teorema I (lado, lado, lado). Dos triángulos son congruentes si tienen sus lados iguales. 


“E, EF=EF' y DF 


© Teorema П (ángulo, lado, ángulo). Dos triángulos son congruentes si tienen 2 ángulos y el lado adyacente a ellos 
respectivamente iguales, 


H JH r 
ZH-ZH',HI-WT yzI-Zzr 


© Teorema Ш (lado, ángulo, lado). Dos triángulos son congruentes si 2 lados y el ángulo comprendido entre ellos son 
respectivamente iguales a sus homólogos del otro, 


AA 


L м 17 Mw 


XI-KT,ZL-ZU y IM -TW 
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EJEMPLOS: м 

DA es En la siguiente figura MO]|PN. Determina silos siguientes triángulos son congruentes y encuentra los valores de 
Е { хуу. 
ш 


ho 


Solución 
Se construye una tabla en la que se dan las afirmaciones y las razones que nos lleven a la demostración que se pide, 


Datos 
Datos 
Porser lado común a los triángulos MON y РМО 
Por el teorema: lado, ángulo, lado. 
Los ángulos homólogos de triángulos congruentes son 
iguales 
. En el triángulo OMN: 

“МОМ+ 2ОММ+ < NMO = 180° 
76° + x+ 55° = 180° 

х= 180? -76° -55° = 45° 


е nap 
ES 


EJERCICIO 9 


* En cada uno de los siguientes casos indica por qué son congruentes los triángulos y determina los valores de x y у. 
: 2. Е 


©) Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente . . 
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Cario 4 


Trángulos 


Aplicación de los teoremas de congruencia 
Dados dos triángulos, establece los criterios por los que son congruentes. 


EJEMPLOS —————— — . 
2 I @ Si АВ[ ЮЕ, АСЕР y СВ = РЕ , demostrar que AABC= A FDE 
te) 

È 


E 
a B 


1. ZC= ZE 1. Los lados AC y EF son paralelos y CE es la recta 
secante, por tanto, los ángulos C y E son alternos 
internos 

2 Datos 

3. Los lados AB y DFson paralelos y СЕез la recta secante, 
еп consecuencia, los ángulos B y D son altemos intemos 


4. A ABC = AFDE 4. Por el teorema: ángulo, lado, ángulo. 


2 @e-Si AB cs bisectriz de £ CAD y AC = AD. Demuestra que BE es bisectriz de £ CBD, 


A 


1. Datos 
2. Definición de bisectriz 
3 Por ser lado común a los triángulos CAB y DAB 


[E 


А САВ = A DAB 4 Por el teorema: lado, ángulo, lado 

£ CBA = DBA 5 Los ángulos homólogos en triángulos congruentes son 
iguales 

£ CBE = ZDBE 6 “ЕВА = Z ABE — £ CBA + CBE = £ DBA* £ DBE, 


pero. СВА = “DBA entonces £ CBE = £ DBE 
7. Definición de bisectriz: 
Z CBE = £ DBE 


7. BE es bisectri del 
ángulo “CBD 
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3 ө».5і £ DCB = 111° y DB LAC, demuestra que los triángulos DBC y ACB son congruentes y determina los valores 
dexyy. 


D A 


Razon 
б 1. Datos 
2. ZDBC- 45° 2. Datos 
3. 2DCB= 111° 3. Datos 
4. ZECB- 45° 4. Enel triángulo EBC: 
4 CEB« Z EBC+ £ ECB =180°, 
90° + 45°+ Z ECB = 180° 
ZECB = 180°- 135° 
СЕСВ = 45° 
5. Z AEC = 180° 5. Porser ángulo llano 
6. Z AEB = 90° 6. ZAEC- 2СЕВ+ ¿AEB 
180° = 90°+ 2 AEB 
90*- 2 AEB 
7. “АВЕ = 66° 7. Enel triángulo ABE: 
Z AEB + Z EAB+ 2 ABE = 180° 
%0°+ 24°+ ¿ABE = 180° 
2 ABE = 180*- 114° 
£ ABE = 66° 
8. ССВА=111° 8. 4CBA=<CBE+ £ АВЕ 
£ CBA - 45°+ 66° 
£ CBA= 111° 
9. ZDBC- £ ACB 9. Por las afirmaciones 2 y 4, si 4 ACB = “ECB 
10. Porserlado común a los triángulos DBC y ACB 
11. Por las afirmaciones 3 y 8, si ¿ABC = £ CBA 
] 12. Porel teorema: lado, ángulo, lado 
13. x= 12 y= 240 13. Los lados y ángulos homólogos de triángulos congruentes 
son iguales. 


4 00:En la figura, OQ s РО, 05 s QR , U cs cl punto medio de QS, T cs el punto medio de QR, 2 OQR = 2 POS. 
Demuestra que OU & PT. 
P 
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Tióngulos 


Solución 
Para comprobar que OU = PT ‚ев necesario demostrar que los triángulos TOP y UQO son congruentes, entonces: 


Razon 
1. Datos 
2. Los puntos Uy T dividen en 2 segmentos. 
iguales a los lados OS y ОЁ 
3. 2008= “POS 3 Datos 
4. 2008 = 2005+ 2508 4. Ángulos contiguos 
5. ¿POS= £ РОВ + z ROS 5. Ángulos contiguos 
6. 40053 ¿POR & De 3 se tiene que: < OOR = < POS, entonces: 


2005 + 2508 = РОК + £ ROS, pero 
£ SOR = 2 ROS, por tanto: OOS = £ POR 


7. 3 РО 7. Datos. 

8. ATOP- A UOO 8. Porel teorema: lado, ángulo, lado 

9. OPT 9. Los lados homólogos en triángulos congruentes 
son iguales 


EJERCICIO 10 
Demuestra cada uno de los siguientes ejercicios: 


1, En la figura, los puntos Р, Q y R son colineales, S, Q y T son colineales y U, Q y V son colineales, Si 
50=07 y UQ=0V demuestra que А PUQ = А КУО 


Р о T 
KL. 
га R 
2. En la figura AAED, con CD. Demuestra que £ CBE = £ ВСЕ 
AN 
AB ср 


€ 
^ & 
А F G B 
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4, Enla figura, 2 АВС = £ ACB; BF = CF y £ ВЕР = £ CFE, Demuestra que BE = CD 


A 
2 à 
B F c 


5. Enla figura, А0 = BC, AC s BD, AE = BF y AG= BH .Demuestra que EG = ЕН 


A E F B 


EF , Demuestra que A ABC es isósceles. 


8. De esta figura realiza lo que se indica. 
R 
y 


LX, 


a) Enel A POR, PR =QR y 27 = 23, demuestra que RS = RT 
b) Enel A POR, £ RPQ = £ КОР y 4 6 = £ 4 comprueba que PS = QT 
© Este ejercicio no tiene soluciones al final del libro, por ser demostraciones.» « « «eee 
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ángulos 


Relación entre ángulos y lados homólogos de dos triángulos congruentes 
Scan los triángulos congruentes ABC y A” 


B [4 B' E 


Entonces se verifica que sus lados y ángulos homólogos son iguales: 


LATLA,LBz LB, 2 С=С, АВ 


IMPLOS: * 
JÎ €* Determina los valores de las incógnitas en los siguientes triángulos congruentes: 
$ 


Solución 
Dado que los triángulos son congruentes, sólo basta con igualar los ángulos y lados homólogos para determinar los 
valores tanto de x como de y, entonces; 


3y + 15° es homólogo a 48° y "x + 4” es homólogo a “> +6" 


Para y 
3у+155=4 + 3yc4P-I1$ э 3у=33° 
y=11° 

Para x 
jtmM4 > 6-4=x-5 > 2-5 
х=4 


En consecuencia, los valores de x y y son: 4 y 11% 
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EJERCICIO 11 


En las siguientes figuras los triángulos | y ll son congruentes. Determina el valor de las incógnitas. 


B е 
: 7 
LQ 
A D 
i AB = 2y-5, BC =5x+ 10 
AD-x430 EC =3x 
3 4 
B 
Ax 
m 
AQ Hp 
2 
3y+58 y 
(^ 


A 


Proporciones 
La razón es la comparación de dos cantidades, 


a 
[22 
Una proporción es una igualdad de 2 razones, 
o а:Ь=с:а 


Y se lee: aes a b como c es a d. 


Cario 4 


Trángulos 


Teoremas de proporciones 
© Teorema 1. En toda proporción el producto de los medios es igual al producto de los extremos. 
Si a:b = c:d, entonces ad = be 
© Teorema 2. En una proporción pueden intercambiarse el segundo y tercer términos, y se obtiene una proporción 
cierta. 


Sia:b = c:d, entonces ас = b:d 
© "Teorema 3. En una proporción pueden invertirse las razones. 
Sia:b = c:d, entonces b:a = d:c 


EJEMPLOS: 7 . 
E 1, * Encuentra el valor de x en la proporción 3*5 
E К Solución 
Se despeja la incógnita x, 
23 donde ga 300. 019 
2075 E 5 
Por consiguiente, х = 12 
н „ўз 
2 «Determina el valor de x en la proporción === 
Solución 
Se despeja la incógnita: 
3.2 XS) is 
" v$ donde = F 
Finalmente: x = —7 
З 0»-Determina el valor de x en la proporción x:2x-3=3:5 
Solución 
Se establece en forma de cociente la proporción: 
x- 3 
235 
Ahora de la igualdad se realiza un producto cruzado y se resuelve para x: 
5х = 32x -3) E Sx=6x-9 
Sr-6x=-9 


9 


De acuerdo con lo anterior, x = 9 


cl valor de x en la siguiente proporción 22-2‏ چ 
x 2‏ 


Solución 
Se realiza un producto cruzado y sc resuelve para x, 
mt donde хо) = @) 32) 
z 2 
P= 64 
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EJERCICIO 12 
Precisa el valor de x en las siguientes proporciones: 
6 Ох+®):(х+ 2) = (2х + 5):(х+1) 


1 
2. 
9. 
4. 
5. (1-2):4=7:(x+2) 10. 2х: (х+ 7) 23:5 

© werten tus resultados on la sección de soluciones correspondiente » «+ «+ { 


Semejanza 
Los triángulos ABC y A'B'C' son semejantes si tienen la misma forma, pero no el mismo tamaño. 


Lados homólogos. Son aquellos cuyos ángulos adyacentes son iguales. 
a con a’, b con b", c conc” 


B 
а с 
с b A 
Para indicar que 2 triángulos son semejantes se escribe А ABC ~ A A'B'C', donde el símbolo ( ~ ) se lec: es semejante, 
Propiedades fundomentoles 


1, Dos triángulos son semejantes si sus ángulos correspondientes son iguales, 
LA=LA LB=LByLO=LC" 

2, Dos triángulos son semejantes si la razón de cada par de lados homólogos es constante, es decir, si sus lados 

son respectivamente proporcionales. 
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ángulos 


Teoremas de semejonza 
© Teorema 1. Dos triángulos son semejantes si tienen 2 ángulos homólogos. 
B 


6 A E A 
Si Z С=/ C' y / A = 2 A'entonces, A ABC ~ AA'B'C' 


© Teorema 2. Dos triángulos son semejantes si sus 3 lados son proporcionales 
B 


entonces, А ABC ~ A A'B'C" 


© Teorema 3. Dos triángulos son semejantes si tienen un ángulo igual y los lados que los forman son proporcionales, 


H 
: А 
с ко 
һ 9 w ш 
h 


Еу йез A СНК ~ А СНК" 
Е 


EJEMPLOS d 
Jl ® Los siguientes triángulos son semejantes, determina la longitud del lado a enel triángulo A ABC 


{ 


Е 
g 
А 
Solución 
Se establece la proporción entre los lados homólogos; 


Siz Ke Z Ky 


Se sustituyen los valores respectivos y se despeja para a, 
a 24 404) 


Por tanto, el valor de a = 16 ae s 
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2 €» Encuentra la longitud de los lados b’ ус: 


Solución 


En los triángulos £ A= 2 A”, Z C = Z С entonces, A ABC ~ A A'B'C' por lo que se establece la proporcionalidad 
entre los lados homólogos. 


12246 
De esta relación se obtiene: a 
» y 000 _, 
12 
3 c= (126) - 4g 
4 


EJERCICIO 13 


1 Encada uno de los siguientes ejercicios se dan triángulos semejantes y las medidas de alguno de sus lados. Encuentra 
las medidas de los lados restantes y los valores de las incógnitas. 


1. 4. 
10 в А 8 х+1 
/ i РА РА" 
n 12 6 
6 a 
2 5. 
15 
2 ED 10 
15 
12 TES 
20 m 1-2 4 8 
3 6 
2y +4 
ED 2x 
2 п 8 75 
3 6 
20 10 n 2х-1 


©) Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente » » «eese 
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CAPITULO 4 


ángulos 


Teorema de Tales 


Cuando en un triángulo se traza una recta paralela a uno de los lados, el triángulo que se forma es semejante al pri- 
mero, 


AABC ~ AA'B'C’ 


EJEMPLOS Eu 
ET 1, es Enel siguiente triángulo determina el valor dex, si DE || BC 


^. Solución 
Por semejanza de triángulos, la proporcionalidad se establece como: 


Se realiza un producto cruzado y se resuelve la ecuación para x: 


2)(42) 204) (+12) 


504 = 14х + 168 
504 — 168 = 14x 


Por tanto x= 24 
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¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA, 


EJERCICIO 14 


Calcula el valor de x en las siguientes figuras: 


1. Si RT|OS 


2. Si QR|SP. 
T 
R 6, 
х+26 R Sarr 
де x 
s 0 Т 15 P о 7 R 
з 4 
А B B E x c 
D 20 с А 12 D 
5, Si TP|RS 6. Si TW|UR 
R, 
30| “х 15 
T P g 
60 50 20 
R 5 
Опр ж 
7. Si DE|CB 
c 
15, 
x 
15 Z3 
A B 
9, Si RS|OP. 


10, Si EG| DH 


rf F, 
15 
15 ax 
E, G 
R, S E 
D 2642 + 
H 
e P Derry 


© Verifies tus resultados on la sección de soluciones correspondiente = 
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Cario 4 


Tióngulos 


* PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


Para encontrar la longitud de la base de un cerro, se construyó una pareja de triángulos rectángulos semejantes como 
se muestra en la figura, en la cual PA = 180m, CD = 150 ту PC =50m, ¿Cuánto mide la longitud del cerro? 


Solución 


Por semejanza de triángulos; 
AB_PA 
CD PC 
Se sustituyen los valores dados, e 
AB 180 
150 50 


Donde, 


Por tanto, AB = 540 т 


¿Qué altura tiene un poste que proyecta una sombra de 16 т, al mismo tiempo que un observador de 1,80 т de 
estatura proyecta una sombra de 1.20 т? 


Solución 
De acuerdo con el problema, la relación entre los ángulos es la siguiente: 
LCAB=LCNB'y / АВС = 2 АВ'С' 
Por tanto, A ABC ~ A A'B'C y la proporcionalidad se establece como: 
ш 
hos 
Donde 
h = 180m, S = 16 mys = 120m 
Los cuales, al sustituirlos en la proporción, determinan que; 
H _ 16 


180 120 
Entonces, se resuelve para Н: 


(16)(1.80) _ 2&8 
120 120 


Finalmente, resulta que la altura del poste es de 24 т. 
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3 


¡GEOMETRÍA Y TRGONOWETRÍA. 


A cierta hora del día un edificio de 60 ft de altura proyecta una sombra de 42 ft. ¿Cuál es la longitud de la sombra 


que proyecta un semáforo de 10 ft de altura a la misma hora? 


A 


3 
naaaaoagag 
Eaaagaaoagg 


o0000000 
o 


De la figura, 


£ САВ = 2 EDB, por ser ángulos correspondientes. 


£ АВС = £ DBE, por ser ángulo común. 


Por tanto, los triángulos son semejantes: 
ААВС ~A DBE 
Y la proporcionalidad se establece como; 


CB 
EB 


Donde, 


АС =60 ft, DE =10 fly CB =42 ft 


Los cuales, al sustituirlos en la proporción, determinan que: 


Yal despejar 
4200) 


Por consiguiente, la sombra que proyecta el semáforo es de 7 fi. 
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Carto 4 


Tióngulos 


EJERCICIO 15 
Resuelve los siguientes problemas: 


1. Para encontrar la anchura AB de un río se construyeron 2 
triángulos semejantes, como se muestra en la figura. Y al 
medir se encontró que; AC-17m, CD=5m, DE-20 m. 
¿Cuál es la anchura del río? 


2. Para medir lo largo de un lago se construyeron los siguientes 


enlos cuales se tiene que; AC =215m,‏ ی ا 
m. ¿Cuál es la longitud del lago?‏ 112 = 


3. Para medir la anchura de un río se forman los siguientes trián- 
gulos, en los que: AO = 32 т, CD =30m, OD = 6 m. 
Encuentra AB. 


4. Unárbol proyecta una sombra de 5 ma la misma hora en que A 
un poste de 2 т de altura, muy próximo al árbol, proyecta una T 
2 
sombra de 3 m. Determina la altura / del árbol, si tanto éste 
como el poste son perpendiculares al terreno. 
B 


j. Un árbol de 14 m de altura próximo a una torre, proyecta una 
sombra de 24 m a la misma hora, Determina; 
a) La altura de la torre, si su sombra es de 48 т. 
b) La sombra que refleja la torre, si su altura es de 70 m. 


^ 


©) Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente „ 
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¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA 


Teorema de Pitágoras 


En todo triángulo rectángulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos, 


B c; hipotenusa 
a b; catetos 
a c 
= + 
E b 


Demostración: Sc traza la altura sobre la hipotenusa; 


B 


Los triángulos A ABC~ А CBD por ser £ ABC = 2 CBD y / САВ = £ DCB entonces, 


Ll donde єВБ=а 


Alsumar c- BD=a* y c AD=6",se obtiene, 


c- BD+c- AD= d «b? 
c (BD«AD)- a +b? 
Pero BD+AD = c, por tanto: 


e = ^ + 
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Сато 4 


Tióngulos 


Ejemplo 


Determina el valor de la hipotenusa del triángulo que se muestra, según los datos proporcionados en cada uno de los 
siguientes incisos; 


a) b=12,a=9 b)a-3b-6 e) a=3,b=7 
b 
Soluciones 
a)a=12b=9 b)a=3,b=6 
2= + = ت‎ + 
г = (ду +012) = (Зу! + (6° 
с = 81 + 144 с2=9+ 36 
= 225 ca 45 
c= 4X5 =15 c= 445 235 


Obtención de los catetos. En todo triángulo rectángulo el cuadrado de un cateto es igual а la diferencia de los 
cuadrados de la hipotenusa y del otro cateto. 


esca ا‎ = 


Ejemplo 
Utiliza la figura para determinar el cateto que se pide en cada inciso; 

а) а= 24,с = 25 b)b=6c=8 e) a=4V3,c=8 

c 
Р 

Soluciones 

а а= 24с=25 b)b-6c-8 e) a=443,c=8 

В=2-д = = 

B= (25) -(24P Ф = (87-67 5 = (8) - (4/3) 

b? = 625-576 Ф = 64-36 b! 264-48 

8 = 49 Ф =28 P=16 

b= J =7 а= 42 =2V7 vié 
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Д Carituio 


GEOMETRÍA Y TRGONOWETRÍA. 


Naturaleza del triángulo a partir del teorema de Pitágoras 
Sca el triángulo ABC, cuyo lado mayor es el lado c, éste será un triángulo: rectángulo, acutángulo u obtusángulo, si al 
aplicar el teorema de Pitágoras se cumple que; 

1, Sic? = a? b?, el triángulo es rectángulo 


c <a? +0?,el triángulo es acutángulo 
2, Sic? # а? + b?, entonces = = 


¢? > Ф + BF, el triángulo es obtusángulo 


‘Sea un triángulo cuyos lados miden 3, 4 y 5 unidades, Comprueba si es un triángulo rectángulo. 
Solución 
‘Se toma el valor mayor como la hipotenusa: 


(5) = G+ (4° 
25=9+16 
25=25 

Por tanto, el triángulo es rectángulo, 


2 ®»: Sca el triángulo cuyos lados miden 7, 9 y 12 unidades, Determina qué tipo de triángulo ез: 
Solución 
‘Se toma el mayor de los lados como c, entonces: 
2= 2+0 > (129 = (9) + (7° > 144 = 81 +49 
144 +130 
Dado que 144 > 130, el triángulo es obtusángulo. 
З 0»: Determina la naturaleza de un triángulo cuyos lados miden 6, 4 y 5 unidades. 
Solución 
Al aplicar el teorema de Pitágoras, se tiene: 
(6) = (4 + (5° > 36 = 16 + 25 > 36241 


Puesto que 36 < 41, el triángulo es acutángulo, 
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Cartio 4 


Tióngulos 


Teoremas de semejanza en triángulos rectángulos 


© "Teorema 1, La altura trazada sobre la hipotenusa de un triángulo rectángulo, forma dos triángulos rectángulos que 
son semejantes al triángulo dado, y a su vez semejantes entre ellos. 


A B 
AACD ~ ABAD 
А САВ ~A CDA 
А САВ — AADB 
D 
c 


© Teorema 2, La altura trazada sobre la hipotenusa de un triángulo rectángulo es la media proporcional entre la me- 
dida de los segmentos de la hipotenusa, 


с 


© Teorema 3. Cualquiera de los catetos de un triángulo rectángulo es la media proporcional de la hipotenusa y la 
‘medida del segmento de la hipotenusa interceptado por la altura, y el lado que es adyacente a ese cateto. 


A B 
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(GEOMETHIA Y TRGONOMETHA 
EJERCICIO 16 
Si ay bson los catetos de un triángulo у csu hipotenusa, determina el lado que falta: 
1. a=15,b=20 5, а= 12,с=20 9. a=6myb=3 
2. a=5b=4 6 b-6c-8 10. а= 12 тус=13т 
3, a=8b=4 7, b=15,0=17 1, а= 14стуЬ=15ст 
4. a=7,b=7 8 a=5V2,c=10 12, b=15dmyc=20dm 


Determina la naturaleza de los siguientes triángulos, cuyos lados miden: 


13. 4 5у7ст 16, 7, 24у 25 ст 19. 1ст 
14, 5,12у13ст 17. 6 8y 10mm 20, 05 07y08m 
15. 7,9y 11cm 18. 1, /2y2om 21, xx -1y V2 -2*+1 


22. En el triángulo rectángulo POR, con О el ángulo recto y 05 como altura trazada hacia la hipotenusa: 


R 


a) Determina QS si PS=12 y SR=5 

b) Encuentra ОЁ si PR=25 y RS=13 

c) Halla QR si PS=6, PQ-2/IS у RS=4 
d) Encuentra PQ si PS=21 y RS=15 

e) Determina PQ si RS=6, RQ=10y 0$=8 
f) Determina 05 si PQ=13 y OR=7 

8) Encuentra RS si PQ=17 y 0$=13 


© Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente „ uus 
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Caritulo 4 


Trángulos 


* PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


Determina la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado x ст. 


Solución 
Al trazar la diagonal en un cuadrado, se forman 2 triángulos rectángulos, entonces: 
(hip)? = (cat? + (ca? Parr? 
ر‎ =2 
у= y =x V3 хст 
- п 
Por tanto, la diagonal es x2. PET 


Al abrir una escalera de pintor, se forma un triángulo isósceles, la distancia entre las bases es de 1 т y los lados 
iguales miden 1.40 т, Determina la altura de la escalera. 


Solución 


La altura de un triángulo isósceles divide a la base en 2 partes iguales, formándose 2 triángulos rectángulos: 
P = (14? - (0.5? > 1? 2196-025 = 
LES 
h= AT, 
h=13m 
Por consiguiente, la altura de la escalera es de 1.3 m. 


Un automóvil viaja a una velocidad constante de 2.5 m/s y pasa por debajo de un puente peatonal. Determina a 
los 12 s, la distancia entre el automóvil y el punto ubicado exactamente arriba del paso del mismo, si la altura del 
puente es de 6 т. 

Solución 


La altura del puente es de 6 my a los 12 sel automóvil recorre 12(2.5) = 30 m, entonces: 
Ф = (бу + (30? + di-364900 
d = 936 


d= /9% 
4=305т 


En consecuencia, la distancia es de 30,5 m. 


59 


Д Cairo 


GEOMETRA Y TRGONOMETRIA, 


EJERCICIO 17 


Resuelve los siguientes problemas: 


prop 


10, 
п, 


12, 


© verica tus resultados on la sección de soluciones correspondiente = 


Se tiene un terreno en forma de triángulo rectángulo, cuyos catetos miden 300 y 800 m. ¿Qué cantidad de malla se 
necesita para cercarlo? 


d 


Con una escalera de 6 m se desca subir al extremo de una barda de 4 т de altura. ¿A qué 
distancia se necesita colocar la base de la escalera para que е1 otro extremo coincida con 
la punta de la torre? 


Am 


d 


Calcula la altura de un triángulo isósceles si su base mide 60 cm y cada uno de sus lados mide 50 cm. 
Calcula la altura de un triángulo equilátero que de lado mide 10 ст. 
¿Cuánto mide el lado de un cuadrado, cuya diagonal mide 8 т? 

ZA qué altura llega una escalera de 10 т de largo en un muro vertical, si su 
pie está a 3 m del muro? 


¿Cuánto mide el lado de un cuadrado si su diagonal mide 5/2 cm? 

Si el lado de un hexágono regular mide 16 cm, ¿cuánto mide su apotema? 

Una persona camina 7 kilómetros hacia el sur, 3 hacia el oeste, 2 hacia el sur y 6 más hacia el oeste. ¿Cuál es la 
distancia entre el punto de partida y su destino? 


- N 


La hipotenusa de un triángulo rectángulo isósceles mide 10 ст, Encuentra la longitud de los catetos. 
En un triángulo rectángulo, la hipotenusa es igual a m y la mediana de uno de los ángulos agudos es igual a 
туз + Determina la magnitud de los catetos. 

3 
En un triángulo rectángulo, т y nrepresentan la longitud de las medianas trazadas a los catetos, Obtén la longitud 
de éstos y la hipotenusa en función de m y n. 
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CAPÍTULO 


CUADRILÁTEROS 


staba destinado al oficio religioso, pero la 

м5 E impresión que le produjo la lectura de los Ele- 
б.” mentos de Euclides le llevó hacia las matemó- 
— ticos. Se interesó por la mecónico, por el incipiente 


cólculo infinitesimal y por la geometria. 
Pierre Varignon Teorema de Varignon 


654-1722) 
ДИЛ Dodo un cuadrilátero cualquiera ABCD, el poligo- 

по que determinan los puntos medios (E, F, G, Н) de sus lados es un paro- 

lelogramo, y el área de éste es la mitad de la del cuadrilátero inicial. 


5 Carituio 


GEOMETRA Y TRGONOMETRIA, 


Definición 

El cuadrilátero es todo polígono de 4 lados. 

Clasificación 

Los cuadriláteros se dividen en: 

Paralelogramo. Es el cuadrilátero cuyos lados opuestos son paralelos, 
Cuadrado. Es el paralelogramo que tiene todos sus lados iguales y sus ángulos son rectos. 
Rectángulo. Es cl paralelogramo que tiene sus lados contiguos desiguales y los 4 ángulos rectos. 
Rombo. Es el paralelogramo que tiene los lados iguales y ángulos contiguos desiguales. 
Romboide. Es el paralelogramo que tiene los lados contiguos desiguales y ángulos oblicuos. 
"Trapecio. Es el cuadrilátero que sólo tiene 2 de sus lados paralelos. 

"Trapecio rectángulo. Es cl que tiene 2 de sus ángulos rectos. 

Trapecio isósceles. Es el que tiene 2 lados no paralelos iguales, 

"Trapecio escaleno. Es aquel que tiene sus lados no paralelos diferentes, 


‘Trapezoide. Es el cuadrilátero que no tiene ningún lado paralelo a su opuesto, 


YY 


Cuadrado Rectángulo 
Trapecio Trapecio rectángulo Trapecio isósceles ‘Trapezoide 


Diagonal, Es el segmento de recta que une 2 vértices de un cuadrilátero no adyacentes. 
AC y BD son diagonales 


D 
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CAPÍTULO 5 


Cuodillóteros. 


Teorema 
La suma de los ángulos interiores de un cuadrilátero es igual a 360°, 


Demostración: Dado el cuadrilátero ABCD, se traza una de sus diagonales: 
в 


D 
Sc observa que se forman dos triángulos A ABC y A ACD. 
La suma de los ángulos interiores de los triángulos es igual a 180°, 
£ BAC + Z ABC 2 ACB = 180° 
£ CAD + Z ADC + Z ACD = 180° 
Al sumar ambas expresiones, se obtiene: 
£ ВАС + £ DAC + Z ABC + 2 ADC + 2 ACB + 2 ACD = 360° 
pero £ ВАС + £ DAC = 2 BAD y 2 ACB+ 2 ACD = 2 BCD 
Al sustituir estas igualdades en la expresión anterior: 
(2 BAC + 2 DAC) * 2 ABC + 2 ADC + (2 АСВ + 2 ACD) = 360° 


£ BAD + 2 ABC £ ADC + 2 BCD = 360° 


Por consiguiente, queda demostrado el teorema. 


Propiedades de los paralelogramos в 
1. Los lados opuestos son iguales. ï 
AB=CD y AC- BD 
2. Los ángulos opuestos son iguales, 
LA=LDYLB=LC 
3, Los ángulos adyacentes a un mismo lado son suplementarios. 


LA+LB=180",L C+ Z D= 180° c 
LA4+L C= 180, Z B+ Z D= 180" 


4, Las diagonales se bisecan mutuamente, 
5, La diagonal lo divide en 2 triángulos congruentes, 
A ABD =A CDA 
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5 Cartuio 


GEOMETRÍA Y TRGONOMETRÍA. 


Determina los ángulos interiores del siguiente paralelogramo; 


Solución 
En todo paralelogramo, los ángulos adyacentes son suplementarios, entonces: 
2Р+А М = 180° > х+3х- 12° = 180° > 


Luego, los ángulos opuestos son iguales, por tanto: 
2М№= 2 Р= 48° 
L O= Mz УАВ?) – 12° = 144° - 12° = 132° 


EJERCICIO 18 
; Encuentra los datos que se piden en cada uno de los siguientes paralelogramos: 
: 1. Determina Z A, Z By £ C 5, Halla el valor de x y y 


A B 
[7 


A 2 
D с 
2, Encuentra £ РСА, £ CAD, 2 DAB, £ DCB, £ Dy ZB. 6. Calcula la medida de los ángulos y y z 


[1 c 


i 
S A 
А в 
3, Encuentra £ A, 2 В, 2 Cy АРС 7. Precisa el valor de x y la medida de los ángulos y y z 
| | 
= d A 2 
Е € 
4. Determina el valor x, Zy y 22 8, Halla el valor de x y la medida de los ángulos y y z 


7 y 
5 j 


(O Verifica tus resultados en la sección de soluciones согтевропйетїе.............. 
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Сато 5 


Cuodillóteros. 


Demostraciones 
Para que un cuadrilátero sea un paralelogramo se debe probar que 2 de sus lados son iguales y paralelos, 


EJEMPLOS: . 

2 1 ©" Sca el triángulo ABC cuyos puntos medios de los lados AB, BC у AC son D, E y F respectivamente, demostrar que 
Ё | DFCEcs un paralelogramo. A 

& F 


c 


En todo triángulo el segmento que une los puntos 
medios de dos lados es paralelo е igual a la mitad del 
tercer lado. 


бє = 1А© = Mars FC) = 100) -FE 
2. En todo triángulo el segmento que une los puntos 


medios de dos lados es paralelo e igual a la mitad del 
tercer lado. 


5S DUES Е 
DF = 38C = 3E +Ec)= 3aEe)= EC 
3. Silos lados opuestos de un cuadrilátero son iguales y 


3. DFCEes paralelogramo 
peralelos, es un paralelogramo. 


2 9 Sca PORS los vértices de un paralelogramo, T el punto medio de PS y U el punto medio de RQ , demuestra que TOUS 
es un paralelogramo. 


1. Tes el punto medio del segmento PS 
2. Ues el punto medio del segmento OR 


3. En un paralelogramo los lados opuestos son iguales y 
paralelos. 

4. Dela afirmación 3, se бепе que PS = ОЁ, entonces: 
PT + TS = QU+ UR — 2TS = 2QU — TS = QU 


5. TS|QU 5. Sonsegmentos de PS у ОЁ, bs que a su vez son 
paralelos. 
6. TQUSes paralelogramo 6. Dos lados opuestos TS y QU son paralelos e iguales. 
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¡GEOMETRÍA Y TIGONOMETRÍA. 


EJERCICIO 19 


Realiza las siguientes demostraciones: 


É 


Sea ABCD los vértices de un paralelogramo, P y Q dos puntos sobre la diagonal AC, de modo que PA es congruente 
con QC, demuestra que PBQD es paralelogramo. 


Sea ABCD los vértices de un paralelogramo, E y F son puntos sobre la diagonal AC, de tal manera que DF biseca 
al 2 ADC y BE biseca al £ ABC, demuestra que DEBF es paralelogramo. 


Sea RSTU un paralelogramo, V y W puntos sobre la diagonal TR de modo que UW y SV son perpendiculares a TR, 
demuestra que UWSVes un paralelogramo, 


Sea ABCD los vértices de un paralelogramo, Q, R, S, Т, puntos sobre los lados AB, BC, CD, DA respectivamente, de tal 
manera que AQ = CS y BR = TD, demuestra que QRST es paralelogramo, 


Sea PQRS los vértices de un trapecio, SR es paralelo а PQ y PS = SR, demuestra que RP biseca 2 Р. 


Demuestra que la suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo, es igual al doble producto de la suma 
el cuadrado de sus lados adyacentes. 


©) Este ejercicio no tiene soludones al final del libro por ser demostraciones. e . ..........., 


Paralelogramos especiales 


Se les denomina asíal rectángulo, al rombo y al cuadrado, los cuales pertenecen al conjunto de los paralelogramos y 
se definen de la siguiente manera; 


Rectángulo. Es el paralelogramo que tiene sus ángulos iguales, también se le conoce como paralelo- 
gramo equiángulo, 


Rombo. Paralelogramo que tiene sus lados iguales, también recibe el nombre de paralelogramo <>» 
“ 


equilátero, 
MN = NO = OP = PM Y 


Cuadrado. Se define como el paralelogramo equiángulo y equilátero, esto es, un cuadrado es un 
rectángulo y a la vez un rombo. 


£¿R=£8S=L T=L U=90"; RS = ST = TU = UR 


Propiedades 
1. Los rectángulos tienen sus ángulos rectos, 


LA=LB=LC=LD=0" 


2. Las diagonales de un rectángulo son iguales. А В 
АС = BD 
3. Las diagonales de un rectángulo forman 2 pares de triángulos congruentes, 
D IC 


AAED = АВЕС; АРЕС = AAEB 
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4, Las diagonales de un rombo son perpendiculares entre sí y se bisecan mutua- 
mente, esto es, una diagonal es mediatriz de la otra, 


AC LBD, AE = EC, BE = ED 
5. Las diagonales de un rombo son bisectrices de los ángulos formados por los 
vértices que unen, 


£1222,23224,25226y21-228 


6, Las diagonales de un rombo forman 4 triángulos congruentes, 
AAED = АВЕС = AAEB = АСЕР 
Los cuadrados por ser rectángulos y rombos a la vez, cumplen con las propiedades anteriores. 


EJEMPLOS > 
2 Лу ез Determina la longitud de los lados del siguiente rombo: РУ ъз 
E Solución 
En un rombo, los lados son iguales, entonces: 
Зх +4=2х+5 > 3x-2x25-4 > x=1 
Luego, sustituyendo x= 1 en cualquiera de los lados, se obtiene: 
3r+4=3X1)+4=7 
Por tanto, los lados del rombo miden 7и. 
9»- Encuentra la longitud del lado AD enel siguiente rectángulo, si AC = 13, DR =3x+4 y AD =x+2 
Solución i 5 
En todo rectángulo, las diagonales son iguales, esto es: БЕ 25 
AC-DB > 13=3х+4 > 9=3 > 1=3 EC RI 
D € 
Luego, AD =x+2, por tanto, AD =3+2=5u, 
En el rombo ABCD, determina el valor de £ ABC si £ BAC = бху Z DAC = 4x + 10° 
Solución 
En el rombo, la diagonal AC biseca al ángulo BAD, esto ев: A c 
LBAC=LDAC > @=4r+l kk? Е 
Por otro lado, en un paralelogramo los ángulos opuestos son iguales y como AC es diagonal, se deduce que 
2 ВАС = 2 ВСА = 30°, luego, en el triángulo BAC: 
£ АВС+ 2 BAC+ZBCA=180" +  ZABC=180"-(2 RAC + £ BCA) 
2 АВС = 180° — 
2 ABC = 120° 
Por tanto, el ángulo АВС mide 120°. 
. 
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B Capitulo 


GEOMETRÍA Y TRGONOWETRÍA. 


Propiedades de los trapecios 


1, En un trapecio la longitud de la línea media (paralela media) es 
igual a la semisuma de las bases del trapecio, 

съ PQ+TS 

چ 

ا 


2, Las bisectrices de los ángulos adyacentes al lado lateral del tra- 
pecio son perpendiculares y el punto de intersección se encuentra 


en su línea media, 
PV LTV 
Propiedades de los trapecios isósceles 
1. Los ángulos de la base son iguales. 
A B 
£¿D=£C 
2, Sus diagonales son iguales, 
D c 
EJEMPLOS: === * _ 
€ Î e Determina la longitud de las bases AB y DC del siguiente trapecio si E y F son puntos medios у EF mide 14 cm. 
H : A 3х+4 B 
E F 
D [zx] c 


Solución 
En todo trapecio la longitud de la paralela media es igual a la semisuma de las bases: 


Al sustituir, se tiene: 


Dd > 9-146 > Balke > x 


1 
N 


Por consiguiente, las longitudes de las bases son: 


АВ =3+4=30)+4=10 ; DC=8r+2=8(2)+2=18 
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СаО 5 


Cuodillóteros. 


2 «Determina la longitud de la diagonal AD en el siguiente trapecio, si CD [AF, B y E son los puntos medios de AC y 


DF respectivamente, 
c 10 cm. D 
FA N 
A y F 

Solución a 
De la figura se tiene que BE = CD * AF entonces: 

2 

10+y 


х+1+2х+1= > 2Gx+2)=10+y > y=6r-6 
En el triángulo ADF, por proporcionalidad, se establece que: 


2x+1 _ох+5 ш 2х+1 
y 2x+10 y 


Se sustituye y = 6x = 
4r42=6x-6 > 2x28 > x=4 
Por tanto, AD = 2x + 102 204) + 10= 8 + 10= 18 cm 


З ө. Determina el valor de los ángulos de la base del siguiente trapecio isósceles; 


A в 


Solución 
Los ángulos de la base de un triángulo isósceles son iguales: 


Bx410°=x4+50° + e-x=50°-10° > — 2-40 
х=20° 
En consecuencia, los ángulos de la base miden: 


3020") + 10° = 60° + 10° = 70° 
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5 Carituio 


¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA, 


EJERCICIO 20 


Resuelve los siguientes problemas: 
1, Encuentra el valor de xen el rectángulo ABCD, si AC =24 cm y BD =5x+4 A 


2, Determina la longitud de los lados del rectángulo ABCD, si AO = 2/5 y AB =2BC dh 


3, En cl rombo MNOP, determina el valor de los lados si MN =6x + 5 y M 
МР = 


х-1 


4, Determina el ángulo NPO, si £ PON = 132° y NP es biscctriz del ángulo P y N 


5. Halla el valor dex y yen el rombo PRST, si £ TRP=25+ 10°, Z RIS = х+30%у 5 в 
2 TSR= y+ 12° 


6, Enla figura, Cy D son puntos medios de AE y BF. Encuentra el valor de AB, si A 
АВ =x+1,CD =x+ 2y EF = 130m e D 


7. En la figura, R y O son puntos medios de МО y NP , Determina la longitud de MN, 
si 05 23x 1, RS=14 y gp - 9x41 


8, En la figura, los lados АТ y BJ están divididos en 4 partes iguales, Encuentra la = Җ B 
longitud de AB c T, si CD» 22+? y EF = 2*^ с D 
4 2 F 
в) H 
1 у 
9. Еп la figura, C y D son puntos medios de AE y BF. Determina la longitud de AE, . А B 


si AB=x+1,CP=y, PD =2y+2, EF =11, AC=CE=x aA 


©) Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente « eu 
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HISTÓRICA. 


Una de las aplicaciones de los po- 
gonos es el antiguo juego llamado 
"Tangram chino “tabla de la sabidu- 
Яа”, que se conforma de 7 piezas 
amadas Tans y son: 

© Cinco triángulos de diversos 

tamaños. 

© Un cuadrado 

© Un paralelogramo romboide 
Con ellas se pueden formar figuras 
cerradas como: 


db. 


CAPÍTULO 
POLIGONOS 


a palabra poligono procede del griego 
poly, muchos, y gwnos, ángulos. 
Coda poligono recibe un nombre de acuer 
do al número de lodos que lo conforman; 
poro saber cómo se lama un poligono de 
menos de cien lados se realiza lo lectura 
del número de lodos de acuerdo con lo 
siguiente tabla, 


Decenas Unidades _ Terminación 
-допо 


Se cuenta el número de lados que tiene el 
polígono y se pone el prefijo conveniente, 
como en el siguiente ejemplo, y se agrego 
la terminación “gono”. 


El polígono de 78 lados recibe el nombre 
de: 


"Heplacontokaioctógono" 


6 Carítuio 


¡GEOMETRÍA Y TRIGONOMETRÍA. 


Definición 
Se llama polígono a aquella figura plana cerrada, delimitada por segmentos de recta. Se clasifican de acuerdo con la 
medida de sus lados o sus ángulos. 


Clasificación 
Los polígonos se clasifican de acuerdo con sus lados o la magnitud de sus ángulos interiores. 


Por sus lados 
Regulares, Tienen todos sus lados iguales. 
Irregulares. Tienen la medida de sus lados diferentes, 


Por sus ángulos 
Convexo. Los ángulos interiores son todos menores que 180°, 
c 


"Todos los ángulos son menores 
E que 180° 
A 
Cóncavo. Uno de sus ángulos interiores es mayor que 180°, 
D E 


(А B 
ZA» 180° 


© Por su número de lados. Los polígonos reciben un nombre según su número de lados, como se muestra a. 
continuación: 


Cario 6 


Polígonos 


Elementos 

Todo polígono está formado por los siguientes elementos: 

Vértice. Es el punto donde concurren 2 lados. 

Ángulo interior. Es el que se forma con 2 lados adyacentes de un polígono. 

Ángulo exterior. Aquel que se forma entre la prolongación de uno de los lados y su lado adyacente. 


Diagonal. Es el segmento de recta que une 2 vértices no adyacentes. 


Elementos; 
y D A: vértice 
L BAF: ángulo interior 
F c + 
£ DEG: ángulo exterior 
'EB: diagonal 
A B 


Un polígono tiene el mismo número de lados que de ángulos interiores, así como exteriores, 


Número de diagonales 


El número de diagonales en un polígono se obtendrá en función del número de lados. 


Número de diagonales trazadas desde un mismo vértice 
En un polígono de n lados se pueden trazar (n — 3) diagonales desde un solo vértice, entonces la fórmula es: 
d=n-3 
Donde: 
d = diagonales trazadas desde un solo vértice. 
п = número de lados. 


Número de diagonales totales 
El número total de diagonales que se pueden trazar desde todos los vértices está dado por la fórmula: 


NES 


dE. 


D = diagonales totales del polígono. 
n= número de lados. 
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6 CAPITULO 


GEOMETRÍA Y TRGONOMETRÍA. 


EJEMPLOS: . 
3 Calcula el número de diagonales que se pueden trazar desde un solo vértice en un hexágono. 


E Solución 
ш En un hexágono п = 6, al sustituir en la fórmula se obtiene: 
Е D Fórmula. 
d=n-3 
Е е Sustitución 
d=6-3=3 
A B 


Por consiguiente, se pueden trazar 3 diagonales desde un solo vértice. 


2 0»: Calcula el número de diagonales totales que se pueden trazar en un octágono. 
Solución 
En un octágono п = 8, por lo que al sustituir en la fórmula se obtiene: 


METAS 


Por tanto, en un octágono se pueden trazar 20 diagonales en total, 


З ө. (Cuil es el polígono en el que se pueden trazar en total 65 diagonales? 
Solución 
De acuerdo con el problema, Р = 65; entonces, al sustituir en la fórmula y resolver la ecuación, se determina que; 


-A y A E 


De 2 


m -38-130-0 


(n=13)(n+10) =0 
n-13=0; n+10=0 
n=13;  n--10 
En consecuencia, el polígono es de 13 lados, esto es, un tridecágono. 
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Carito 6 


Polígonos 
EJERCICIO 21 
Resuelve los siguientes problemas: 

1. ¿Cuántas diagonales se pueden trazar desde un solo vértice en un undecágono? 

2. Determina el polígono en el que se pueden trazar 17 diagonales desde un solo vértice, 

3, Calcula el número de diagonales que se pueden trazar desde un vértice en un decágono, 

4. Determina cuál es el polígono en el que se pueden trazar 9 diagonales desde un vértice, 

5. ¿Cuál es el polígono en el que se pueden trazar 6 diagonales desde un vértice? 

6. Calcula el número total de diagonales que se pueden trazar en cada uno de los siguientes polígonos: 
a) Icoságono d) Hexágono g) Hexadecágono 
b) Dodecágono e) Pentadecágono h) Octadecágono 
с) Nonágono J) Heptágono 1) Undecágono 


7. ¿En qué polígono se pueden trazar 14 diagonales en total? 
8. ¿Cuáles el polígono en el que se pueden trazar en total 104 diagonales? 

9. Determina el polígono en el cual se pueden trazar 119 diagonales en total, 

10, Precisa en qué polígono se pueden trazar en total 152 diagonales. 

11. ¿Cuáles el polígono cuyo número de diagonales en total es el doble que su número de lados? 
12. ¿En qué polígono el número de lados es la cuarta parte de su número de diagonales en total? 
13, Determina el polígono en el cual el número de lados equivale al número de diagonales en total, 
14, Precisa el polígono cuyo número de lados es i del número de diagonales en total. 

15, Determina el polígono en que el número de diagonales en total son los 2 del número de lados, 


16. Encuentra el polígono cuyo número de diagonales en total, equivale al número de lados del polígono en el que se 
pueden trazar 170 diagonales. 


17. ¿En cuál polígono el número de diagonales trazadas desde un vértice es 5 del número de diagonales en total? 


©) Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente a 


Ángulos de un polígono 
La magnitud de los diferentes ángulos de un polígono se obtiene con las fórmulas siguientes: 
Suma de ángulos interiores de cualquier polígono Ángulo interior de un polígono regular 
180*(n-2) 
п 
'Suma de ángulos exteriores de cualquier polígono Ángulo exterior de un polígono regular 


5,=360° qu 
n 


5,= 180° (n-2) 


Donde n = número de lados. 
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6 CAPITULO 


¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRÍA. 


EJEMPLOS: * 

E? 1, + Cuatro ángulos interiores de un polígono de 5 lados miden respectivamente: 120°, 90°, 75" у 135°, ¿Cuánto mide el 
Ё Ф quinto ángulo? 

Solución 

En un pentágono n = 5, entonces la suma de sus ángulos interiores es: 


“ 


э 5=180°(5-2) = 180° (3) = 540° 
Luego, el quinto ángulo se obtiene asf: 

540° — (120° + 90° + 75° + 135°) = 540° — 420° = 120° 
Por tanto, el quinto ángulo mide 120°. 


2 ө». ¿Cuál es el polígono regular cuyos ángulos interiores suman 1 440°? 


Solución 
De acuerdo con el problema 5,= 1 440°, entonces: 
180°(n 2) donde 180%n – 2) = 1 440° 
1440° 
^ 180° 
8+2=10 


Por consiguiente, el polígono es un decágono, 
3 ө». ¿Cuántos lados tiene un polígono regular cuyo ángulo interior es de 120°? 


Solución 
En este caso i = 120°, al sustituir en la fórmula y resolver la ecuación, se obtiene; 


180°(n—2) 120° = 1800 2) 
n - n 


120^ п = 180° n - 360 


360° = 180° n - 120° n 
360° = 60° n 


6=n 
Finalmente, resulta que el polígono es un hexágono. 
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Cario 6 


Polígonos 
4 ө». ¿En cuál polígono regular el ángulo exterior mide 20°? 
Solución 
En este caso е = 20°, al sustituir en la fórmula y resolver la ecuación, resulta que: 
360° 360° 
е > 20° = > 20° п = 360° 
п п 
P 
= 
п=18 
Entonces, el polígono del que se trata es un octadecágono, 
5 Determina los ángulos interiores del siguiente polígono: 
Solución 
En un pentágono la suma de los ángulos interiores es igual a 540°, entonces se calcula el valor de x para encontrar 
los ángulos: 


(3x +31%) (4x — 8°) + (Tx — 23°) + (3x + 5°) + (4x + 10°) = 540° 


25° 
En consecuencia, los valores de los ángulos son: 
£ A=4x + 10° = 4025) + 10 = 110° 
£ В=3х +31° = 3(25) + 31 = 106° 
£ C=4x-8° = 4(25)—8 =92° 
4 р=7х -23° = 1(25) -23 = 152° 
LE=3x45° 2305) +5 = 80° 
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6 Carituio 


¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRÍA. 


EJERCICIO 22 
1, Calcula la medida de un ángulo interior de los siguientes polígonos: 

а) Hexágono 

b) Octágono 

e) Dodecágono 

d) Polígono de 20 lados 

e) Polígono de 18 lados 

JP Polígono de 42 lados 

2, Calcula la suma de los ángulos interiores de los siguientes polígonos; 

а) Un pentágono 
b) Un decágono 
e) Un pentadecágono 
d) Un octágono 
e) Un tridecágono 
f) Un polígono de 37 lados 
¿Cuál es el polígono cuya suma de sus ángulos interiores es 1 260°? 
Precisa en cuál polígono el total de sus ángulos interiores suma 900°, 
Determina en cuál polígono la suma de sus ángulos interiores es 2 520°, 
¿En cuál polígono el total de sus ángulos interiores suma 1 620°? 
¿Cuántos lados tiene el polígono regular cuyos ángulos interiores suman 720°? 
Determina el polígono regular cuyo ángulo interior mide 157.5", 
¿Cuántos lados tiene un polígono regular cuyo ángulo interior es de 140°? 
10, Determina en cuál polígono regular el ángulo exterior mide Е rad. 
11. ¿Cuántos lados tiene un polígono regular con un ángulo interior de 135"? 
12, Determina еп cuál polígono regular el ángulo interior mide 60°, 
13, Precisa en cuál polígono regular el ángulo exterior es de 60°, 
14, Determina el polígono cuyo ángulo eis equivale a 2 de su ángulo exterior, 


مط وط و Pon‏ 


е 


15. ¿En cuál polígono el ángulo exterior es 7 2 desu ángulo endet 
16, Determina el polígono en el cual la suma ES ángulos interiores equivale a — а su ángulo exterior, 


12 
17. Calcula el valor de los ángulos interiores de un pentágono si su ик es respectivamente: x, a , 
24x, 2x y 22x. 


18, Calcula el valor de cada uno de los ángulos de un pentágono si valen, respectivamente: x, x 10°, x + 5°, x + 25° yx 30%, 
19, Calcula el valor de los ángulos interiores de un heptágono cuyos valores son: x, 2x, 3x, 4x, St, 7x y Rx. 


78 


CAPITULO 6 


Polígonos 


= 20, Encuentra los ángulos exteriores del siguiente polígono: 


© Verifica tus romttados n la sección de soluciones correspondiente u „а= 
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CAPÍTULO 7 


TRANSFORMACIONES 


LA ESCALA 


lemos reco- 

nocer personas, objetos y lugares, ya 

que guardan semejanza con los reales. Hay 

fotogrofías que agrandan miles o millones de 

Imagen del libro matemáticas veces seres U objetos del mundo real gracias al 

simplificadas enla escala 1:5 yso de la tecnología, mientras que en otras, se 

ven reducidas en varias decenas de veces, la 
realidad representada. 


los planos de casos, muebles, aparatos и objetos en general también se 
elaboran a escalo, y de su lectura podemos especificar las dimensiones 
reales que éstos poseen y captar sus formas. 

Otro uso importante de las escalas se encuentra en la elaboración de 
тароз, el cual es la representación convencional de la configuración su- 
perficial de la tierra, con una relación de similitud proporcionada, a la que 
se llama escala. 

la tecnología nos auxilia con algunos instrumentos para poder llevar a 
cobo estos representaciones y que en nuestra vida cotidiana los hemos 
utilizado seguramente más de una docena de veces; ejemplo de ello son: 
la cámara digital, la fotocopiadora, la televisión, entre otros. 


[| 
5 
(; n ejemplo del uso de la escala son los 
fotografías, en los que 


7 Cwiuo 
¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA 


2e 


Escala 
Es la razón que existe entre dos cantidades o magnitudes. Las escalas pueden ser numéricas, analíticas y gráficas. 
Las escalas numéricas se definen como la razón entre la magnitud dibujada y la longitud real. 
2 сурак 
IR 
Las escalas numéricas pueden ser de ampliación o de reducción, 
Ejemplos 
Escalas de reducción 1:10, 1:100, 1:1000 .. 


Escalas de ampliación 10:1, 100:1, 1000:1 .. 
Una escala de 1:10 significa que cada unidad dibujada es ур m 1. рейс dota wn real уша cala de 100:1 rope 


senta que una unidad dibujada es 100 veces mayor que la unidad real, 


Figuras a escala 
Un cuerpo está a escala de otro si tiene la misma forma y sus dimensiones están en la misma razón, 


ex | | | 


La figura В se encuentra a escala 1:3 de la figura A, esto significa que la longitud de los lados de la figura В son una 
tercera parte de la longitud de los lados de la figura A. 


| 
| 
+ 
| 


La figura В se encuentra a escala 2:1 con respecto a la figura A, es decir, cada longitud de la figura В es el doble de la 
figura A. 
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CAPITULO 7 


Transformociones 


EJERCICIO 23 
| Reproduce cada una de las figuras en la escala indicada. 
1 5. 
13 En 
2 6 


52 


зр 


34 


© verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente » uuu 


83 


7 CAPITULO 


¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA, 


Transformaciones de figuras en el plano 


Cuando а una figura dada se le aplica una transformación, se obtiene otra a la que se llama imagen bajo la transfor- 
mación, 


Traslación 


Esta transformación consiste en desplazar cada uno de los puntos de una figura en una misma dirección y la misma 
distancia, 
Para poder realizar la traslación se necesita especificar la dirección y distancia en base a una directriz, 


Traslación de un punto. Para trasladar un punto en la dirección de la directriz, se traza un segmento paralelo a la 
directriz y de la misma longitud, así se obtiene la imagen del punto. 


Ejemplos 
‘Traslada los puntos indicados de acuerdo con la directriz: 


A 


AS 


Imagen de A=’ Imagen de Q = O’ 
‘Traslacién de un segmento. Se determina la imagen de los extremos del segmento en la dirección de la directriz, 


Ejemplos 


Determina la imagen de los siguientes segmentos; 


ME oa a 


Imagen de RS = RF 


Para realizar los trazos es necesario auxiliarse de las escuadras. 
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CAPITULO 7 


Transformociones 


Traslación de una figura. Se traslada cada uno de los lados de la figura para obtener la imagen, 


Ejemplos 


Encuentra la imagen de las figuras. 


D B 
A 
EN с 
DN в 
х 


Imagen de ABCD = A'B'C'D^ 


Directriz 


Imagen de ABCDE=A'B'C'D'E' 


85 


7 Camo 


Семет Y TEGONOVETA 
EJERCICIO 24 
1 Determina la imagen de los siguientes puntos, segmentos у figuras. 
1 o 6 
& H 
EN ¿ 
A 
5 T 
7. B 
2a 
си 
с 
Зу oR A 
Ё в, B 
с 


" 
AR 

E 

" 
= 
> 
= 
о 
> 
a 

ZWI 


Direct 


© Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondient 
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Cario 7 


Transformociones 


Rotación 
Esta transformación se realiza alrededor de un punto fijo y con respecto a un ángulo dado. Para realizar una transfor- 
mación se debe proporcionar el centro de la rotación, el ángulo que se va a rotar la figura y el sentido del giro. 

Si el ángulo es positivo, el sentido del giro es opuesto al de las manecillas del reloj, si el ángulo es negativo, el 
giro es en el sentido del giro de las manecillas del reloj. 


Rotación de un punto, Para obtener la imagen de un punto al rotarlo con respecto otro punto, se traza un segmento 
que una ambos puntos, después, con ayuda del compás se hace girar al segmento de acuerdo con la medida del ángulo 


de rotación. 
EJEMPLOS: - 
$ goa los siguientes puntos de acuerdo a ls indicaciones, 
Р eo punto A, боро de rotación de 80" con respecto al punto О, 


-— 
. 
о 


2 ө--Рапо R, ángulo de -150* con respecto a С. 
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7 Caio 


GEOMETRÍA Y TRIGONOMETRIA 


Rotación de un segmento. Se obtiene rotando los puntos extremos del segmento según lo indique el ángulo de 
rotación, 


EJEMPLOS: s 
е ` Rota los siguientes segmentos. 


E 9»: Segmento АВ, ángulo de 120° con respecto al punto O. 


Imagen de AB- AB 


e- Segmentos RS , ángulo de —100* con respecto a С. 


Carto 7 


Tonslormociones. 


Rotación de una figura. Se debe realizar la rotación de cada segmento que forma a la figura, para obtener su 
imagen. 


EJEMPLOS: 9 
L Obtén la imagen de cada figura, 


` @*-H triángulo ABC, ángulo de 60° con respecto al punto O. 


Imagen de ABC = А'В'С' 


'»-El pentágono ABCDE, ángulo de -90° con respecto al punto O. 


Imagen de ABCDE = A'B'C'D'E" 
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7 Сапшо 


¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRÍA. 


EJERCICIO 25 


Determina las imagenes de los puntos, segmentos y figuras al hacerlos rotar. 


„екаркы SO TORRES RO, 7. Segmento RS , ángulo de -110* con respecto а O. 


P 
. 5 
. 
o R, 
2, Punto R, ángulo de 210° con respecto a O, 
. 
о 
R = 
. 8, Segmento TW , ángulo de -150° con respecto а O, 
у DY 


0 


3. Punto W, ángulo de -90° con respecto a O, 
. 
о 
S о 


9, Triángulo ABC, ángulo де 45° con respecto а O. 


ow 
4, Punto A, ángulo de -300° con respecto a O, z 
о 
. 
— ^ A 
5. Segmento AB ángulo de 80° con respecto а O. 
A 
* c 
о 
10, Cuadrilátero ABCD, ángulo de 120° con respecto a O. 
B 
. В 
о 
L С 
6. Segmento РО ángulo de 225° con respecto a O, P 
o 
* 
id . D 
о 
Р 
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Сато 7 


Tansformociones. 


; 11, Polígono ABCDE, ángulo de -270° conrespectoa O. — 12. Polígono ABCDEF, ángulo de 240° con respecto a O. 
с .0 


© чена tus rmuttados on la sección de soluciones correspondiente. . 


Simetría axial 


En esta transformación se refleja a las figuras del plano sobre una recta conocida como eje de simetría, razón por la 
cual a la imagen se le conoce como su simétrico. 


Simétrico de un punto. Conocido un punto y el eje de simetría, la imagen del punto se determina trazando un segmen- 
to perpendicular desde el punto hacia el eje de simetría. 
La imagen se encuentra del lado opuesto al eje ya la misma distancia que el punto, 


EJEMPLOS: * 
Î | Determina los simétricos de los siguientes puntos, 


1 es Punto Peje de simetría AB. 


B 
‹ 
.p 
A 
2 ө--Рипо Q, cje de simetría ST. 
.0 
P = => 
s——" PQ-PQ' 


ov 


Q' es simétrico de 0. 
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Simétrico de un segmento. Para obtener la imagen o simétrico del segmento, se determinan los simétricos de los 
puntos extremos, 


EJEMPLOS 2 
WE | Determina los simétricos de cada uno de los segmentos con respecto al eje de simetría indicado. 
H 1 Segmento AB , eje de simetría PQ. 


BO'- FO 
А es simétrico de АВ 


2 e+-Segmento PO, eje de simetría RS. 


о 
o 

ОР=0Р 

00-00 

PQ’ es simétrico de РО 
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Transformociones 


Simétrico de una figura. Para determinar la imagen, se determinan los simétricos de cada lado, 
Para determinar el simétrico de los lados de un polígono, se puede emplear el compás como lo ilustran los si- 
guientes ejemplos. 


EJEMPLOS: * 
E I Encuentra los simétricos de los siguientes polígonos. 


1 *-El cuadrilátero ABCD con respecto al eje de simetría РО. 


B с 


A'B'C'D' es simétrico de ABCD 


Se trazan los segmentos perpendiculares al eje РО , luego se apoya el compás en el punto Р y se abre a cada uno de los 
vértices del polígono, se trazan los arcos y en los puntos donde se intersecan con sus respectivos segmentos se ubican 
las imágenes de los puntos, que posteriormente se unen, 


2 *--El polígono ABCDEF con respecto al eje de simetría XY. 
x 


A'B'C'D'E'F' es simétrico de ABCDEF 
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EJERCICIO 26 


Obtén el simétrico de los siguientes puntos, segmentos y figuras con respecto al eje de simetría indicado. 


1, Punto A, eje de simetría PQ. 


2. Punto O, eje de simetría AB. 


.2 


3, Punto Р, eje de simetría АВ. 


B 


4, Segmento AB, eje de simetría PQ. 


ji 0 
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5, Segmento RS, eje de simetría ХУ, 


6. Segmento PO, eje de simetría AB, 


X / 


7. Figura ABC, eje de simetría РО. 


CAPITULO 7 


Transformociones 


8, Triángulo ABC, eje de simetría PO. 


B 
Р 
А 
с 
e 
9. Pentágono ABCDE, eje de simetría XY, 
[4 
ре 
в 
D 
A 
E 
Y 
10, Figura ABCDEF, eje de simetría РО. 
B 
с D 
A 
о 
N E 
P 


O Verifea tus resultados en la sección de soluciones correspondiente = 
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Simetría central 


Este tipo de simetría es con respecto a un punto conocido también como centro. A la imagen de una figura bajo esta 
transformación se le conoce también como simétrico. 


Simétrico con respecto de un punto. Para obtener la imagen de un punto se traza un segmento que pase por el 
punto y centro, La imagen se ubica al otro lado del punto sobre el segmento y a la misma distancia, Para realizar este 
procedimiento, se puede utilizar el compás para marcar de manera precisa la distancia; el compás se coloca en el 
centro y con una abertura igual a la distancia del centro al punto, se traza el arco que corta a la recta en el lado opuesto 
del punto, éste será la imagen, 


EJEMPLOS: - 
| Encuentra el simétrico de los siguientes puntos. 


Н 1 €: Punto A, centro O, 


2 ® «Punto P, centro O. 


ОР 
P' es simétrico de Р 
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Transformociones 


Simétrico de un segmento. Para obtener la imagen o simétrico de un segmento, se trazan los simétricos de sus puntos 
extremos y se unen. 


5 - 
Determina el simétrico de los siguientes segmentos: 


9 Segmento AB con respecto al centro O, 


'»- Segmento PQ con respecto al centro О, 
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‘Simétrico de una figura. Se determinan los simétricos de sus vértices, 


e- Cuadrilátero ABCD con respecto al centro O. 


A'B'C'D' es simétrico de ABCD 
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EJERCICIO 27 


Transformociones 


Obtén el simétrico de los siguientes puntos, segmentos y figuras con respecto al centro dado. 


1, Punto Wcon respecto al centro O. 


АЛ 


2. Punto P con respecto al centro O. 
Р 
. 

3. Punto A con respecto al centro O. 


A 2 
. 
4, Segmento AB con respecto al centro O, 


A 
.0 


B 


5. Segmento PQ con respecto al centro О, 


А (1 
 — 


. 
о 


6. Figura ABCD con respectoal centro O, 
A 


7. Triángulo ABC con respecto al centro O, 


€ 


A B 


8. Cuadrilátero ABCD con respecto al centro О. 


B 


D 
9. Polígono ABCDEcon respecto al centro O. 


B 


o 


E 


0. Polígono ABCDEF con respecto al centro O. 
B с 


D Е 


© Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente « vus 
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CAPITULO 
CIRCUNFERENCIA Y CÍRCULO 
— eómetra griego y uno de los siete sabios 
— > ide Grecia. Fue el primer matematico grie 
n. go que inició el desarrollo racional de la 
e geometría. Se le atribuyen 5 teoremas de la geo 
un. БҸ metria elemental: 
Tales de Mileto]. Los ángulos de la base de un triángulo isósceles 
680-5800.) som iguales, 
2. Un círculo es bisecado por algún diámetro. 
3. Los ángulos entre 2 líneos rectas que se cortan son iguales. 
4. Dos triángulos son congruentes si ellos tienen 2 ángulos y un lado igual 
5. Todo ángulo inscrito en una semicircunferencia es recto. 
> 
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¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA, 


Circunferencia 


Cireunferencia, Es el conjunto de puntos que equidistan de un punto fijo llamado centro y su longitud representa el 
perímetro del círculo. 


Círculo, Se define como la superficie limitada por una circunferencia. 
Arco. Nombre que recibe una parte de la circunferencia y se representa con el símbolo ~ 
Semicireunferencia, Es un arco igual a la mitad de la circunferencia, 


Rectas notables 


Radio, Así se nombra al segmento de recta unido por el centro y un punto cualquiera de la circunferencia. 
Cuerda. Se denomina así al segmento de recta que une 2 puntos de la circunferencia sin pasar por el centro, 
Diámetro. Se nombra así a la cuerda más grande que une 2 puntos opuestos de la circunferencia y pasa por el centro, 
Secante. Aquella recta que pasa por 2 puntos de la circunferencia, 

Tangente. Así se llama a la línea recta que tiene sólo un punto en común con la circunferencia, 
Flecha o sagita. Es la perpendicular trazada de un punto de la circunferencia al punto medio de una cuerda. 


KJ: Sagita o flecha 
T: Punto de tangencia 


Porciones de un círculo 
Son las superficies limitadas por un arco у ciertas rectas notables, las cuales generan: 


Sector circular. Porción de círculo comprendida entre 2 radios, 7 


Segmento circular, Porción de círculo comprendida entre el arco y su cuerda. 


сз la mitad de un círculo, 


Semicírculo. Porción de círculo entre la semicircunferencia y su diámetro, es decir, ~ А 
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Carro 8 


Circaerencia y cliculo 


Circunferencia y polígonos 


‘Cuando los lados de un polígono son tangentes а la circunferencia o cuer- A 
das, se genera la circunferencia inscrita o circunscrita, 


Circunferencia inscrita. Aquella circunferencia que es tangente a los р 
lados de un polígono. D 


Polígono circunscrito. Cuando los lados del polígono son tangentes a la. 
circunferencia, E 


Circunferencia circunscrita. Es la circunferencia que pasa por los vérti- 5 P 
«ев de un polígono, 


Polígono inscrito. Cuando los lados del polígono son cuerdas de la cir- 
cunferencia, 


Angulos notables 
Son aquellos que forman las rectas notables y se clasifican de la siguiente manera: 


Angulo central. Es aquel ángulo que forman 2 radios, o bien por un diámetro y un radio, y tiene su vértice en el 
centro. 


La medida de un ángulo central es igual al arco comprendido entre sus lados. 


) 


ZAOB = AB 


Ángulo inscrito. Tiene su vértice en un punto de la circunferencia y lo forma un par de cuerdas. 
La medida de un ángulo inscrito es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados, 
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Ángulo semiinscrito. Tiene su vértice en un punto de la circunferencia y lo forman una cuerda y una tangente. 
La medida de un ángulo semiinscrito es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados, 


A 
B 

© 

y AC 

(4 £ ACB = T 


Angulo interior, Su vértice se encuentra en un punto interior de la circunferencia y lo forman 2 cuerdas que se cortan. 
La medida de un ángulo interior es igual a la semisuma de los arcos comprendidos entre sus lados y sus prolongaciones, 


Angulo exterior, Tiene su vértice en un punto exterior a la circunferencia y lo forman 2 secantes. 
La medida de un ángulo exterior es la semidiferencia de los arcos comprendidos entre sus lados. 


à 
SA 
> в 


ZABC = 
2 


Angulo circunscrito. Se denomina asî al ángulo que forman 2 tangentes trazadas desde un punto exterior a la circun- 
ferencia, 


La medida de un ángulo circunscrito es igual a la semidiferencia de los arcos comprendidos entre sus lados. 
A 
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Si AB = 35°, determina los valores de £ АОВ y 2 ВОС. 
Solución 
El ángulo Z AOBes central, entonces: 
&АОВ = АВ = 35? 
De la figura, 
2 АОВ + 2 BOC = 180° 
Al despejar 2 BOC, se obtiene: 
2 ВОС = 180° – 2 АОВ = 180° —35° = 145° 
Por tanto, Z АОВ = 35° y 2 ВОС = 145° 


Ciraunlerencla y circulo 


Encuentra el valor del ángulo 4 ABC formado por las secantes, si AC — 63° y DE = 27°. 


Solución 
El ángulo 4 ABC es exterior, entonces: 
A 


ZABC= 
2 


Al sustituir los valores de AC = 63° y DE = 27°,se obtiene: 


Por lo que se deduce que, / ABC = 18° 


+ Determina la medida del ángulo Z AOB si AB =160° y CD =50°, 


Solución 
El ángulo 4 ABC es interior, entonces: 


£ АОВ = 


Y al sustituir los valores de АЙ = 160° y CD = 50" , se obtiene; 
60°+50° 


ZAOB- 


Por consiguiente, 2 АОВ = 105°, 


E 


. D 


pa 


Si TST - 240? , determina el valor del ángulo que forman las rectas tangentes АТ” y АТ. 


Solución 
ángulo Z ТАТ' es externo, entonces: 


De la figura 757'+T8" 
Al sustituir TST" = 240° у TS’ 

240°-120° _ 120° 

2 


LTAT 


Por consiguiente, Z TAT 


0° 
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EJERCICIO 28 


Resuelve los siguientes ejercicios: 
1. Enla siguiente figura, АС = 60°, BC =104° y BD = 80°. Encuentra los valores 


PE 
de / ABC, 2 АОС, 2 BOC y AD. ANN 
A \B 
ыл” 
5 


2, Enesta figura AD = 100° y BC = 150°, Determina los valores de Z a, Z b, £ с, a & 


Ld, LeyZf ® 


3. Enla siguiente figura, AC = 70°у DE = 15°, Precisa el valor de Z ABC. 


4, Deesta figura, DE = 50° y AC = 120°, Encuentra los valores de 4 ABC y 
2 DBA. 


5, Encuentra el valor de los 4 ángulos internos del siguiente cuadrilátero si 
АВ = 60°, BC -110*, CD = 100° y AD = 90°, 


6. Si A АВС ев un triángulo inscrito, como se ilustra, halla: 
a) 2 Азіа= 150 yc = 150° 
b) 2 АзіАВ І BC y a= 100 
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7. Si Z е = 50°, 2 ВЕС = 65°, CD = 120°, AE = ху AB = х + 10°, encuentra el 
valor бе los ángulos restante: 


8, En la figura, AB y AC son secantes que se cortan en A, determina: 


а) LAsi e =90°, a= 60° 
b) LAsic-a= 80° 
с) LAsic=a+60° 
= 135°, Z A=50* 


h) asic = Say LA = 80° 
9. Enla siguiente figura halla el valor de Z Zw Z x% Zyy Zz 


10, Si AB = 130°у CD =50",encuentraZ а Lb, Lc, Ld Ze Lfi £g Zhy Zi 


© Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente а 


Teoremas 


© Teorema 1. Si 2 ángulos centrales del mismo círculo o de círculos congruentes son 
congruentes, entonces sus arcos intersecados son congruentes, 


AB = CD 


© Teorema 2. En una circunferencia de cuerdas iguales se subtienden arcos iguales у 
viceversa, 


Si AB = CD siysólosi AB = CD 
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© Teorema 3. Un ángulo inscrito en un semicírculo es un ángulo recto, . о 


EN, 
NS 


© Teorema 4. Una recta que pasa por el centro de un círculo y es perpendicular a una. N, 
cuerda, biseca a la cuerda y a su arco. 
SUNG 1 AB entonces, AM = MB y AN = NB * 
© Teorema 5. Una recta tangente a un círculo es perpendicular al radio trazado hacia в 
el punto de tangencia, 
AB 107,07 = y 
A 


© Teorema 6. Dos cuerdas trazadas en un círculo y que equidistan del centro, son AEN 
congruentes, 


а 


Si OE=0F entonces AB=CD 


© Teorema 7. Las tangentes trazadas desde un punto fuera del círculo son congruentes 
y forman ángulos congruentes con la recta que pasa porel centro y dicho punto, 


АС = AB у21=22 


© Teorema 8. Si 2 cuerdas se intersecan dentro de un círculo, el producto de las me- 


didas de los segmentos de una cuerda es igual al producto de las medidas de los “A ч 
segmentos de la otra, 
AE-EC -BE-ED D 
c 
B 


© Teorema 9, Si desde un punto exterior a un círculo se traza una tangente y una se-  _ 
‘ante, la medida de la tangente es media proporcional entre la medida de la secante ad 
y su segmento externo. A 


(AB) =BD-5C 
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Ciremferencia y сїсдо 


© Teorema 10, Si desde un punto exterior a un círculo se trazan 2 secantes, el pro- 
ducto de la medida de una secante por la medida de su segmento exterior es igual al 
producto de la medida de la otra secante por su segmento exterior, 


AC-B0=EC-DC А Е 


1. ZKOLsZ МОМ 
2. Arco KL=arco MN 


1. 


2 Deb 
Y MON AN, pero 
КО. = Z MON, por tanto, 
arco KL = arco MN 
з. ME +ÍMIN=ÍM+4N 
pero MR =; entonces = ЇЇ 


Dato 


3. Arco KM = arco LN. 


2 0-Enla siguiente figura SR = QP, demuestra que: 


1. SR=GP D 


2. 25ВР= 2РОЅ 2 esre- E, ros. È 

3. Arco SR =arco ОР 3. Cuerdas iguales(5R= QP)subtienden 
arcos iguales(SR'= GP) 

4. ZROSsZQRP 4. Ras - Ê, Zore -F pero 
59 OP, por tanto Z ROS = Z ОКР 

5. ZSRQ=ZROP 5, ZSRQ-ZSRP + 2ОВР y 


£ ROP = 2805 «ZPOS, pero 
SRP = Z POS yz ROS = Z ORP, 


por tanto “SRO = 4 ROP 
6. RQsRO 6. Por ser lado común a los triángulos 
SRQy POR 
7. Asra = ДРОВ 7. Роге! teorema lado, ángulo, lado 
8. Porserlados homólogos en triángulos 
8. RPz30 AER 
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EJERCICIO 29 
Resuelve los siguientes ejercicios: 
1, Dela siguiente figura: 


a) Encuentra PT si 70=5, RT=9 у TS=6 A 


b) Halla 7$ si PT =11, RT-7 y TO=5 P IN 
Me کا‎ s 
c) Determina TR si РО=22,70-5 y TS=9 


2, Deesta figura; 


а) Determina AC si AD=6 y BD=11 


b) Encuentra AB si AD=5 y AC=9 


с) Halla AC si DB=10 y AB=23 


Realiza las siguientes demostraciones. 
3. Siel АВ = CD, demuestra que AC = BD, 


4, Si SU 1 OT, SV L OR y SU = SV, comprueba que TS = SR, 


5. SIRO L LN OQ 1 MP y LN = MP, demuestra que; 
ZORQ = ZOQR. 24 
pa P 


6. Si PRes un diámetro y Z PRS = Z РКО, comprucba дис: QR = SR. 
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12 


|. Sea MN tangente común a las circunferencias con centro en O y P. Si 


Circanerencia y circulo 


. Si Z OGA = 2 ООР, demuestra qe AC = BD. 


A 
E "A 
Si AC BD, comprueba que 4 OGA = Z OGD, » 


PT y PT son tangentes al círculo en los puntos О y R, respectivamente, 
Demuestra que OP biseca a la cuerda QR. 


PT y PT" son tangentes al círculo en los puntos О y R, respectivamente, y si 
se unen О y R, comprueba que; 4 PRS = Z PQS. 


se unen los centros OP, interseca a la tangente en Q. Demuestra que: 
ZMOQ = ZNPQ. 


Comprueba que la suma de las medidas de un par de lados opuestos de un 
cuadrilátero circunscrito, es igual a la suma de las medidas del otro par. 


. PQ y QR son segmentos tangentes a la circunferencia. Demuestra que 


ZQPR = ZQRP. 
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14, Enla figura AB, BD y BC son tangentes, 


© wees ————— 


Tangente a una circunferencia 


Se le denomina tangente a toda recta que tiene un punto en común con la circunferencia. 
AB: recta tangente 


- B 
| ¡0 
Longitud de una tangente 


Es el segmento trazado desde un punto exterior al punto de tangencia. 
АР, : longitud de la tangente 


$ A 
Pe y 
Propiedades de las tangentes 


1, Toda tangente es perpendicular al radio que pasa por el punto de tangencia, 


Р * B 
A 
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Greanferencia y chevlo 
2. Si una recta cs perpendicular a una recta tangente en el punto de tangencia, Р B 
ésta pasa por el centro de la circunferencia. сүң 
А 
D 
3. Las tangentes trazadas desde un punto exterior a la circunferencia son 
iguales. " 
AB - AC к 
А 
с 
4. La recta que une un punto exterior y el centro de una circunferencia, es Е D 
biscctriz del ángulo formado por las tangentes trazadas del punto a la - 
circunferencia. 
AO es bisectriz del ángulo BAC 
^ 
€ 


Posiciones relativas 


Circunferencias concéntricas, Son aquellas que tienen el mismo centro y distinto radio, 


Circunferencias exteriores. Son aquellas que no tienen puntos en común y cada una está en una región exterior a la 
ата, La distancia entre los centros de estas circunferencias es mayor que la suma de sus radios. 


d>R+r 


Circunferencia interior. Es aquella en la cual todos sus puntos son interiores а otra circunferencia. 
d«R-r 
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GtOMETHA Y TIGONOMETRA 
Circunferencias tangentes exteriores. Sc les llama así a las que tienen un solo punto en común, La distancia entre 
sus centros es igual a la suma de sus radios, 


d=R+r 


Circunferencias tangentes interiores. Son circunferencias que tienen un solo punto en común, La distancia entre sus 
centros es igual a la diferencia de sus radios. 


Circunferencias secantes. Son aquellas que se intersecan en 2 puntos. La distancia entre sus centros es menor que 
la suma de sus radios. 


d<R+r 
Р, 


Circunferencias ortogonales, Cuando se intersecan 2 circunferencias los radios forman un ángulo de 90°, esto 
significa que son perpendiculares en los puntos de intersección, 


Rir 
P, 
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Circaferencia y стадо 


EJEMPLOS . 
* ЖЕШ Desde wn pasto exteriore trazó wna осів tangents, cuya longited ex de 10 am y cl segmento que une dicho punto oon 
H { el centro de la circunferencia es de 12 cm, determina el radio de la circunferencia. 
Solución 
El radio es perpendicular a una recta tangente en el punto de tangencia, esto significa que se forma un triángulo rec- 
tángulo, del cual se tiene: 


(127 = (107 +7 
al despejar л: Wa 
r= 144-100 
R= Er 


Luego, el radio de la circunferencia es de 2411 ст. 


2 @e-Los radios de 2 circunferencias son R y r, si las circunferencias son tangentes exteriores, expresa la distancia entre los 
centros en términos de r, si r= 28. 


Solución 


Por ser circunferencias tangentes exteriores, la distancia entre los centros se define como: 


al despejar R de r = E y sustituir, se obtiene: 


En conclusión, la distancia entre los centros es de i 


Dos circunferencias ortogonales de radio 5 cm y 9 ст, determina la distancia entre sus centros, 

Solución 

Si 2 circunferencias son ortogonales, sus radios son perpendiculares, entonces, por el teorema de Pitágoras: 
(cc) =(5) +o) m TC =V25+81 


d ДХ 
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 GtOMETHA Y TIGONOMETRA 
EJERCICIO 30 

Determina las posiciones de 2 circunferencias, cuyos centros distan 24 uy sus radios miden: 

1, R=15ur=8u 

2. R=l3ur=1lu 

3. R=424,r=13u 

4, R=28ur=204 

5, Rz35u rz 1и 

6. R=20wr=4u 

Resuelve los siguientes problemas: 

7. Setienen3 circunferencias tangentes entre sí de radio r, determina el perímetro del triángulo formado por los puntos 
de tangencia de las circunferencias, 

8. Desde un punto exterior A se traza una recta tangente a la circunferencia de diámetro 4/3 и, si la longitud del 
segmento que une el centro de la circunferencia con el punto A mide 4 u, ¿cuál es la longitud de la tangente? 

9. La distancia entre los centros de 2 circunferencias secantes es 2/5 и, determina el radio de C, si el radio de C, es 
22u. 

10, De un punto A se traza una recta tangente a la circunferencia con centro en С la longitud de la tangente es V3 om 
yel segmento AC, = 24/7 cm, determina el radio de la circunferencia. 

11, La circunferencia C, es tangente interior a C, en P. la circunferencia C, es tangente interior a C, en P, determina las dis- 
tancias de los centros de C, a C, y de C, a С, ysi los diámetros de C,, C, y C, son: R, EI y ZR, respectivamente, 

12, Se tienen З circunferencias con centros en С, C; y C, de manera que CC, 1 C,C, , determina el radio de la circun- 
ferencia en С, si el radio de la circunferencia en С, y en С, son: F y P respectivamente y CC, der 

13, S tienen З circunferencias que son tangentes entre sí. El radio de la circunferencia C, y C; es R, mientras que el de 


© Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente а 


la circunferencia C, es 18 „determina la distancia entre el centro de C, y el punto de tangencia entre C, у Cy. 
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CAPÍTULO © 


PERÍMETROS Y SUPERFICIES 


atemático griego, precursor de Euclides. 

Entre los moyores logros de Hipócrates 

está el haber demostrado que las áreas 
de 2 círculos se hallan entre sí en la misma razón 
que los cuadrados de sus diómetros. Esto es equivo- 
lente a haber descubierto que el área de un círculo. 
es mr’, sin determinar el valor de л. Es posible que llegara a esta conclusión 
al considerar al círculo como el límite de un polígono regular. 


Uno de los problemas més importantes pora los griegos era el de la cuo- 
dratura del círculo o de cualquier figura en general, la cual se define asi: 


lo cuadratura de uno figura plana es la construcción con regla y compás 
de un cuadrado con la misma superficie que la figura plana original. 


En esa época sólo se habían realizado las cuadraturas de diversos figuras 
planas de lados rectos, sin embargo Hipócrates fue el primero en cuadrar 
una figura con lados curvados conocidos como lünulas. 


Logró trazar una lúnula de área igual al triángulo que es mitad de un cuo- 
drado dado. 


A B € 
Área de la lúnula AEDF = Área del triángulo ADB 


9 Cariuio 


COMETÑA Y TRGONOMETRA 
Definiciones 
Perímetro. Es la suma de los lados de un polígono. 
Superficie o área, Es la región del plano limitada por una figura еп dos dimensiones. 


Perímetro y área de una figura plana 


Las siguientes fórmulas se emplean para determinar el perímetro y el área de una figura. 


Trióngulos 
Equilitero Isósceles Escaleno 
b- b a a f 
/N ^ hi 
b b b 
Perímetro; P = 3b Perímetro: P =2a + b Perímetro: P = a + b + c 
Ака = 8 Area: a = E Arca; A = 7 


Área de un triángulo en función de sus lados (fórmula de Herón de Alejandría). 


A= {52-06-0060 


Con 2 donde; 
з = semiperímetro, а, б, ¢ = lados del triángulo y A = altura 
EJEMPLOS . 
2 Jl Øs- Determina el área del triángulo cuya base y altura son 6 y 4 cm, respectivamente, 
E ' Solución 


Se sustituyen los valores en la fórmula y se obtiene: 


"E: (sentem „мее Dod 


3^ 


Por tanto, el área del triángulo es de 12 cm? 
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Ferímetros y superficies 


2 €* Determina el perímetro y el área de un triángulo isósceles, si los lados miden 3, 3 y 5 ст. 
Solución 
El perímetro se define como la suma de los lados, entonces: 
P=3+34+5=11cm 
Para hallar el área se aplica la fórmula de Herón de Alejandría; 


A= Js(s-a)(s-b)(s-c) 


a*b*c _ 34345 u 


al sustituir en la fórmula: 


AA OE 


Por tanto, el área del triángulo es io 


Cuadriláteros 


Cuadrado 


BENE 


Perímetro; P = 2 (b + c) 


Area: A =he 
Trapecio 
b 
Perímetro: P = 4a Perímetro: 

Araia = 24 £ с „нгы 
Donde: a Y (a+b) hk 
d= Diagonal menor 2 
D = Diagonal mayor Donde: 


a b, c, d= Lados del 
trapecio 

а = Base mayor 

b = Base menor 

h= Аша 


а = Lado del rombo 
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GEMENA Y TIGONOMETRA 
EJEMPLOS: . 
ЕУ 1. 0% Determina el perímetro y el área de un rectángulo de lados 4 у 2 ст, respectivamente. 
Ẹ | Solución 
ш ‘Al sustituir los valores respectivos en las fórmulas del rectángulo, se obtiene: 
Perímetro 
Р = 2а + 2b = 2(2ст) + Y4 ст) = 4cm + 8 ст =12 cm 
Área 


A = ab = (2 cm) (4 cm) = 8 ст? 


2 өе. Encuentra el área de un paralelogramo que mide 6 cm de base y 2.5 ст de altura. 


Solución 
Se sustituyen los valores de c = 6 cm y h=2,5 cm, entonces: 
Árca 
A= ch= (6 cm)(2.5 ст) = 15 en? 


З e Encuentra el área de un rombo cuyas diagonales miden 12 y 8 cm. 
Solución 
Al sustituir en el área de un rombo en término de sus diagonales se determina que: 


(12)(8) 
2 


En consecuencia, el área del rombo mide: 48 cm? 


Д 0+:El perímetro de un trapecio isósceles es de 32 cm, si los lados iguales miden 5 cm y la altura 3 cm, determina su 


fea. 
Solución 
Sea ala base mayor y bla menor, Р el perímetro y c la longitud de los lados iguales del trapecio, entonces; 

P=a+b+2 
Al despejar a + b, se tiene: 

a+b=P-2 a*b232-2()232-102 22 
Luego, el área de un trapecio se define como; 
(a+ 
Al sustituir a + b = 22 y h=3, resulta que: 
A= a = S eno 


Por consiguiente, el área del trapecio es: 33 ст? 
LEE  _ ___——22S 


120 


Cario 9 


Rerímetros y superficies 


Polígonos regulares 
Perímetro. El perímetro se define como el producto del número de lados por la medida de cada lado del polígono. 
Área. Es el semiproducto del perímetro por la apotema. 


Apotema. Es la longitud del segmento que une el centro del polígono y el punto medio de uno de los lados, 


Donde: 
п = Número de lados del polígono 
b = Lado del polígono 

с = Apotema 


EJEMPLOS . 
5, 1, €* Determina el perímetro y el área de un pentágono regular de lado 4 ст y apotema 2.7 ст. 
E | Solución 
& En un pentágono el número de lados es 5, entonces el perímetro ез: 

P=5(4)=20 cm 
Para hallar el área se aplica la fórmula; 


=27 т 


(2027) _ 54 
2 2 


Por tanto, el perímetro y el área son: 20 ст y 27 cm”, respectivamente. 
2 €» Determina el área de un octágono regul: 

del octágono mide 4 ст. 

Solución 


La apotema ces el segmento perpendicular a uno de los lados en su punto medio, esto genera un triángulo rectángulo, 
en consecuencia: 


si uno de sus lados mide 3 cm y el segmento que une un vértice con el centro 


GP = (1.5) +e? 16= 2.25 + с с = 413,75 


Luego, el área del octágono regular es: 


"d 


8337 _ 888 4 
Az 2 2 44.4 т: 


Por consiguiente, el área mide 44,4 cm? 
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Circunferencia y círculo 
Longitud de la circunferencia. Es el perímetro de un círculo y se define como el doble producto de su radio por x o 
el producto del diámetro por л. 


Cálculo del círculo. Es el área o superficie limitada por la circunferencia y se denomina como el producto de л por 
4 radio al cuadrado, 


Donde: 
r = Radio, D = Diámetro y x = 3.14159... 
Sector y segmento circular 
Perímetro de un sector circular. Se nombra asf a la suma de los radios y el arco que subtienden. 


Área de un sector circular. Se define como el producto del área del círculo por la fracción o ‚ donde пез el 
ángulo que forman los radios del sector circular, 


r = Radio, п = Grados sexagesimales 
а = Longitud de arco (2) 


180° 


Perímetro de un segmento circular. Se denomina así а la suma de la cuerda y el arco que subtienden los radios. 


Área de un segmento circular, Es igual a la diferencia del sector circular correspondiente, menos el área del triángulo 
que forman los radios y la cuerda que subtienden. 


Perímetro 
Р=а+т 
Donde: 


r = Radio, п = Grados sexagesimales 
т = Cuerda, h = Altura del triángulo 
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Rerímetros y superficies 


EJEMPLOS: . 
8/1, es Determina la longitud de a circunferencia, cuyo diámetro mide 4 cm. 


5 Solución 
La longitud se define como: Р = 2x r= D, sustituyendo Р = 4 cm, se obtiene: 


Р=к(4ст)=4тст. 


Encuentra el área del círculo de radio r= 12 cm. 
Solución 
El área de un círculo está dada por: A = x 7”, se sustituye r= 12 y se obtiene: 


А =R = (д) (12 cm)? =144тст? 
Este resultado está en términos de л; sin embargo, se puede sustituir su valor y el resultado será equivalente: 


A = 144(3.1415) cm? = 452.37 ст? 


З ө». Determina el área del sector circular que forman 2 radios si el ángulo que forman es de 60° y miden 4 cm. 
Solución 
En este caso n = 60° у r = 4 cm, al sustituir en la fórmula del sector circular resulta que; 


лп _ n(A (60%) _ 16r Sm 


= ISR; SR oe 
360° 360 6 3 


En consecuencia, el área del sector circular es Far 


4 09-Encuentra el área del segmento circular formado por el arco y la cuerda subtendidos por 2 radios con longitud de 
1 cm, si la cuerda también mide 1 ст. 


Solución 


De acuerdo con la figura, se forma un triángulo equilátero, esto significa que el ángulo formado por los radios mide 
60°, luego, la altura del triángulo es: 


Ahora el área del segmento circular resulta así: 
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GtOVETHA Y TRIGONOMETRA 
EJERCICIO 31 
; Calcula el perímetro y la superficie de las siguientes figuras: 
1. Recténgulo 5. Pentágono regular 
17m 
25m ы 
2, Triángulo equilátero 6. Triángulo escaleno 
7.1m 
825m 2472m 
83m 32.5 m 
3, Trapecio isósceles 7. Cuadrado 
пт 
68m 68m 9cm 
14m 9cm 
4. Triánguloisósceles 8. Rombo 
25m, 
20m 189m 3m 
4m 
5m 
Determina las superficies de: 


9. Rectángulo de 10 y 15 m. 
10, Paralelogramo de base (x — 1) m y altura (x — 2) m. 
11. Triángulo de base 14 dm y altura 9 dm. 

12, Trapecio de bases 6 y 4 din y altura de 3.5 dm. 

13, Círculo de radio 30 ст. 

14, Círculo de diámetro 18 cm. 
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Perímetros y superficies 


1 Resuelve los siguientes problemas: 


15, 
$ 16 


17. 


18. 


23. 


Encuentra el área de un cuadrado si el radio del círculo inscrito es de 10 cm. 


Por impermeabilizar el techo de una casa rectangular de 12,5 рог 15 m se pagaron $500, ¿Cuál es el precio por metro 
cuadrado? 


Se quiere pintar una habitación que mide 10 metros de frente por 7 de fondo y 2,5 de alto, dicha habitación tiene 4 
ventanas de 1 т de alto por 1.8 т de largo. ¿Cuál será el importe si se pagan $5 por m?? Considera la pintura para el 
techo y una puerta de 1.5 тх 1.8 m. 


Precisa la base y la altura del triángulo que tiene 486 m? de área, si la base es los i de la altura, 
Un trapecio tiene 400 т? de área, los lados paralelos tienen 35 y 45 m. ¿Cuál es el valor de la altura? 


¿Cuántos círculos enteros de 4 cm de radio se pueden cortar de una hoja de lata de 80 cm de largo por 65 cm de ancho 
y cuál es el área total de ellos? 


|. Encuentra cl área del triángulo que tiene como longitud de sus lados: 


а) a=13,b=9,c=10 b)a=7,b=16,c=11 с) a=8,b=5,c=12 


El área de un paralelogramo está dada por la expresión ( + 17) пт, la base es igual a (x + 5) m, y su altura es igual 
a(x- 2) m. Determina el valor de x y el área de este cuadrilátero, 


Encuentra el área del sector circular si: 
а) el radio mide 4 cm y el ángulo central es de 45° 

b) el radio mide 1 cm y el ángulo central es de 60° 

с) el diámetro mide 6 cm y el ángulo central es de 90° 

d) el diámetro mide 8 cm y el ángulo central es de 240° 

Determina el área del segmento circular si: 

a) el radio del círculo es 2 cm y el ángulo central es de 90° 

b) el radio del círculo y la cuerda correspondiente al segmento circular miden 3 ст 

с) el radio del círculo mide 8 ст y la cuerda correspondiente al segmento mide 8/2 ст 


© Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente « + » » « + + + + +++ 


EJEMPLOS: 


y 


j 


Área de figuras combinadas 


Se obtienen las áreas por separado de cada una de las figuras, y se realizan las operaciones necesarias para hallar el 
rca que se pide, 


‘Se inscribe una circunferencia de radio r en un cuadrado, determina el área que existe entre las 2 figuras. 

Solución 

El Grea sombreada se obtiene al restar al área del cuadrado el área del círculo, entonces: L 
A, = Qr? - (nr?) = 4? пт = P (4-1) 


Por tanto, el área sombreada es A, = r^ (4 — т) 
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¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRÍA. 


2 ө». En cada una de las esquinas de un cuadrado de lado 4 r, se tienen cuartos de circunferencia de radio r con centro en cada uno de 
los vértices del cuadrado, determina el área entre el cuadrado y los cuartos de circunferencia. 


Solución 


El área sombreada (As) se obtiene mediante la resta del área del cuadrado (A,), menos el área de los cuatro cuartos 
del círculo (A), por tanto: 


Donde, 


Por consiguiente, el área sombreada es: 
A,7 16? -rP =P (16-7) D a 


З ө. Determina el perímetro de la figura sombreada si el área del cuadrado ABCD es 1 cm? 
A B 


Solución 
perímetro de la figura sombreada se define como; 


P= AD + AB + BD 


En consecuencia, el perímetro es: 


Pelei ne] n=demon 


Д 0»: Calcula cl área y perímetro de la región sombreada si ON = 6 cm, о 
MN = 12 ст, Qes el punto medio de MN y 
Res el punto medio de МО. 
M к Q N 
Solución 


El área sombreada (A,) se obtiene de la siguiente manera: 
A, - Rectángulo MNOP — Semicirc, en MN + Semicirc, en МО - Semiciro, en КО 
Siendo: 
Semicircunferencia con diámetro en MN = > л(6)2 


m 


1 
Semicircunferencia con diámetro en МО = > a 
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Semicircunferencia con diámetro en RQ = i «(QJ 
Si se sustituye en A,, se tiene que: 


3 


Luego, el perímetro de la figura sombreada es: 


EJERCICIO 32 
Resuelve los siguientes ejercicios: 
1. Dela figura, A, B, C son los puntos medios de los lados del A RST, 
Determina: 
a) T$ si AC =12 cm, b) BC si RT 2 26cm 


с) Área y perímetro del A ABC si RT = 42 cm, RS =30 cm y 
ST =16cm 


2. Encuentra el área sombreada de la siguiente figura: los centros de 
C, y C, son los puntos medios de los lados AC y BC respectivamente, 
АВ es diámetro de C, y tiene una longitud de 25 cm, el lado 
АС -24 cm, 


3. Se inscriben 2 circunferencias de radio ren un rectángulo, determina el 
área sombreada. 


4, Se tienen 2 círculos concéntricos, determina el área del anillo circular si el 


radio de uno de ellos es el doble del otro. 
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Si sustituyes los valores de los segmentos y de las semicircunferencias resulta que: 


P=6+ A (3) зе (= 


Por tanto, el área y perímetro de la figura sombreada son: (2-17) ( 


Perímetros y superficies 


A e (26) 2 P у raP- 4) món nn (oae 


P= MP + PO + ON +NM-+ MO + GR + RM 


de 


— 
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^ 


, Si el A ABCes rectángulo y los A AEC, A BDA, A CFB son 


equiláteros, demuestra que: 


A, 


As ana + Aacra 7 Aa aro 


Los triángulos ABD y BCD son equiláteros de lado 10 cm; 
О, Е, S y T son los puntos medios de los lados de los 
triángulos, Determina el área sombreada. 


. En un cuadrado ABCD de lado 10 cm se inscriben 


2semicircunferencias, como se muestra en la figura, 
Encuentra el área sombreada. 


. Se inscribe un cuadrado de lado 20 dm en una 


circunferencia, Determina el área sombreada que 
se muestra en la figura. 


2 
. La figura ABCD es un cuadrado y r= = R. Determina 


«агаа sombreada siR=12mm. 5 


J. Calcula la cantidad de vitral opaco que se necesita en 


la siguiente ventana de tipo bizantino, 
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CAPITULO © 


. Si la figura ABCD cs un cuadrado y el área A'B'C'D^ 


tiene 392 стт, determina el área sombreada, 


Precisa el área y el perímetro de la zona sombreada si 


OC =24 mm y los arcos ÁD, ÁB, BC y CD son 
cuartos de circunferencia, 


Encuentra el área sombreada si la figura ABCD ез un 


cuadrado de lado 16 mm, los puntos E, F, G, H son 
puntos medios del cuadrado ABCD, y los puntos 
1,4, K, Lson puntos medios del cuadrado HEFG, 


i. Halla el área de la zona sombreada si la figura ABCD 


es un cuadrado de lado 16 тт, y AB, BC, CD y DA 
son semicircunferencias. 


. La figura ABCD es un cuadrado de lado 32 em, R y S 


son puntos medios de OC y OB respectivamente, y 
las figuras de las esquinas del cuadrado son cuartos de 
circunferencia, Determina el área sombreada. 
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= 16. Siel triángulo ABC cs equilátero y DA=16 dm: 
а) Calcula el área del triángulo más pequeño. 


b) Calcula la suma de todas las superficies de los 
triángulos si la figura se proyecta infinitamente, 


17. Determina el área de la zona sombreada en la siguiente 
figura si el diámetro del círculo mayor mide 18 cm. 


B 
@) 
18. Encuentra el área de la zona sombreada si ЯС = /2cm y ABCD es un A B 
Cuadrado. 
D c 
B| 2 E 
A Е Е 
PN 
D E c 


19, Determina el área y perímetro de la zona sombreada en la siguiente figura, 
si ABDC y DCFE son cuadrados de lado 1 cm. 


20, Precisa el área y perímetro de la zona sombreada en la siguiente figura, si 
ABCD es un cuadrado de lado 4 ст y E es el punto medio de CD. 


© verifica tus romitadon en la sección de soluciones correspondiente + mmm 
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CUERPOS GEOMÉTRICOS, ÁREAS Y VOLÚMENES 


Arquímedes 
(287-212 a.C) 
"Dadme un punto de apoyo 
y moveré al mundo” 
Con sus estudios sobre áreas y volúmenes de figuras sólidas curvadas y de 
éreas de figuras planas se anticipó al descubrimiento del cálculo integral. 
Demostró que el volumen de una esfera es dos tercios del volumen del 

cilindro que la circunscribe. 


temático y geómetro griego, a quien 

se considera el mayor científico y mo- 

temático de la Antigüedad, entre sus le- 
godos destacan: el principio de Arquímedes, sus 
aportes a la cuadratura del círculo, el estudio de 
la palanca, el tornillo de Arquímedes, la espiral 
de Arquímedes y la relación aproximada que existe 
entre la longitud de la circunferencia y su diámetro, 
lo que dio origen al número л [pi]. 
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Ángulo diedro 
Es el espacio que limitan dos semiplanos (caras) que tienen una recta en común (arista) 
A 


Closificación 
‘Un diedro es agudo, recto, obtuso o llano, según la medida del ángulo rectilíneo correspondiente. 
Diedro llano. Se forma por dos semiplanos opuestos. 


B 
Diedro cóncavo. Es aquel cuya medida es mayor que un diedro llano, l y 
B 


Diedro convexo. Su medida es menor que un diedro llano. 
Diedros adyacentes. Son aquellos cuya suma es igual a un diedro llano. 


Rectilíneo correspondiente a un diedro. Es el ángulo plano 0 formado por, A 
lados perpendiculares a la arista sobre las caras y es igual al ángulo diedro. 

Se traza un plano perpendicular a la arista del diedro y se obtiene en la 
intersección el rectilínco correspondiente, 


Ángulo triedro 


Es el espacio que comprenden tres planos, los cuales se cortan dos a dos y tienen un punto en común. 
A 


AV, CV y BV: Arista 
АУС, AVB y BVC: Caras 
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Clasificación 
"Iriedros escalenos. Si las caras son desiguales. 
ВАС + CAD ADE 
A 


D 


Triedros isósceles. Si dos caras son iguales y una desigual. 
ABC 2 ACD Ф ABD. 


c 
hd 
A 


Triedros equiláteros. Si las caras son iguales. 
ADB = ВОС = CDA 


А 
B Mc 
Triedros trirrectángulos. Si sus diedros y caras son rectos. 


ADB 1 ADC, BDA 1 BDC, BDC 1 CDA 
ZADB = 2 ВОС = 2 CDA =90° 


А 
2 A 
B c 
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Ángulo poliedro 


Es el ángulo que forman tres o más planos que concurren en un punto llamado vértice del poliedro, De acuerdo conel 
número de caras, recibe el nombre de triedro, tetraedro, pentaedro, etcétera. 


A: Vértice del poliedro 
AD. AC, AB y AE: Aristas 
AED,ADC, ACB, ABE: Caras 


Clasificación 


Ángulo poliedro regular. Si todos los diedros y todas las caras son iguales entre sí. 
£ ВАС= 2 CAD = 2 DAE= 2 EAF = 2 FAB 


A 


Ángulo poliedro cóncavo. Si al cortar sus caras con un plano determina un polígono cóncavo. 
En el cuadrilátero BEDC: £ B, £ E, £ D y £ C son menores que 180° 


cortar sus caras mediante un plano determina un polígono convexo, 
Enel polígono BCDEF: Z. E es mayor que 180° 


CaPiTULO 10 


Cuerpos geométricos, áreas y volúmenes 


Poliedro 


Es un cuerpo geométrico al que limitan polígonos, 


Elementos 
Cara. Cada uno de los polígonos que lo limitan, 

El cuadrado ABCD es una cara del poliedro. 
Arista. Las intersecciones de las caras del poliedro, 

El segmento AE es una arista. 
Vértice. Los puntos donde concurren las aristas de un poliedro. 
El punto D es un vértice, 
Ángulo diedro. Se forman con las caras que tienen un arista en común. 
Lo forman las caras ADHE y CDHG. 

Ángulo poliedro. Se forman por tres o más caras que tienen un vértice en común. 

Lo forman las caras ADHE, CDHG y ABCD. 
Diagonal. Recta que une dos vértices que no pertenecena una misma cara. 

La recta BH es una diagonal del poliedro. 


Superficie, Es el conjunto de todas las caras y se le denomina área del poliedro, ésta se obtiene mediante la suma de 
las áreas de las caras. 


Volumen, Es la región de espacio que limita el área del poliedro. 
Clasificación 


Poliedros cóncavos. Si una recta cualquiera cruza en dos puntos a sus caras. 


Gy F son los puntos de cruce. 
A 
в 
[л c 
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Poliedros convexos, Si existe una recta que cruce en más de dos puntos a sus caras, 
K, L, M y N son los puntos de cruce. 


el 


Poliedros regulares 


Son aquellos limitados por polígonos regulares iguales, sus ángulos poliedros son iguales y sus ángulos diedros 
iguales, 


Clasificación 
Tetraedro. Sus caras son cuatro triángulos equiláteros, — Dodecaedro. Sus caras son doce pentágonos regulares. 


Q 


AE 
Hexaedro o cubo. Sus caras son seis cuadrados. Icosaedro. Sus caras son veinte triángulos equiláteros. 


Octaedro. Sus caras son ocho triángulos equiláteros, 


Ap 


CS 
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Desarrollo 
Es la representación en un plano de los poliedros, en la cual se tienen sus caras unidas por las aristas. 
Tetraedro Hexaedro o cubo 


иш ш 


LE 


Área y volumen de un poliedro regular 
Tetraedro. Es el poliedro que forman cuatro caras triangulares iguales, 


© Área total: cuatro veces el área de una de sus caras. 
© Volumen: un tercio del área de una de las caras por la altura del cuerpo. 
Área total en función de L 
е Аг= 312 
L Volumen total en función de L 
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Hexaedro o cubo. Es el poliedro que forman seis caras cuadradas iguales, 


© Area total: seis veces el área de una de sus caras. 
© Volumen: cubo de su arista (se le denomina arista a la longitud de uno de los lados de una de las caras). 


Area total 
Ar=612 
Volumen total 
UI 
Donde, 


L = Longitud de la cara 


Octaedro. Es el poliedro que forman ocho caras triangulares iguales. 
© Área total: ocho veces el área de una de sus caras. 
© Volumen: un tercio del cuadrado de la arista por la altura total del cuerpo. 
Área total en función de L 
Ar=2V3 12 
Volumen total en función de L 


line 
Vi=Eh= 


Donde, 


L= Longitud de la cara 
һ = Altura total del cuerpo 


Dodecaedro. Es cl poliedro que forman 12 caras pentagonales iguales, 
© Área total: doce veces el árca de una de las caras. 
Árca total en función de L 


Arz 34251045 E 
‘Volumen total en función de L 
15745 
via (585), 
Donde, * 
L= Longitud de la cara 


Icosaedro, Es el poliedro que forman 20 caras triangulares iguales. 


© Área total: veinte veces el área de una de las caras. 
Área total en función de L 


Volumen total en función de L 
e (is+sv5 Е 
Donde, B 
NS L= Longitud de la cara. 
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EJEMPLOS: * 
3 1, ө» Determina el área total y el volumen de un tetraedro con arista de 3 cm. 
Е | Solución 
En este caso L = 3 ст yal sustituir en las fórmulas de área total y volumen se obtiene: 
Area total = /32=/3(3 em) = 943 от? 
Va ےم‎ Жз ہے‎ №. эз 
=“p-=“(3 Lem) = 235 cm? 
Volumen = ty Ta em) irem ) qa 
2. 0s-Si cl volumen de un hexaedro es de 128 cm, determina la arista y su área total, 
Solución 
El volumen de un hexaedro se define como: V = L^, al sustituir V y despejar L, se obtiene: 
(128 си?) = DP > L= 128cm” = 442 cm 
Entonces, la arista del hexaedro es 4/2 cm y el área total es: 
A=612=6(4,/2 cm)? = 632 cm?) = 192 cm? 
Por tanto, el área total es 192 ст, 
área total de un octacdro es 54 /3 сиг. Determina su volumen. 
Solución 
El área total de un octaedro se define como: А = 2/3 [7,а1 sustituir en A y despejar Lse tiene: 
5443 ст? = 248 12 E L= bn отет 
luego, el volumen se define como: 12, sustituyendo L 3/3 cm, se obtiene: 
v= Plen)? = (7 ewe) = (NS em?) = 21,6 т 
Por tanto, el volumen del octaedro es: 2746 ст?. 
» Determina la altura de un tetraedro de arista /2 cm si su volumen es 3 cm’, 
Solución В 
El volumen de un tetracdro en términos de la arista y la altura es: V = 12 Zh, sustituyendo V y L, se despeja h, 
entonces: 
12( Lem 
A) ےھ‎ E ہے‎ = 246 om 
BÉ (Am) e 6 3 
246 
Por consiguiente, la altura del tetraedro es: ^ ст. 


139 


10 CAPITULO 


GEOMETRIA Y TIGONOMETRA 
EJERCICIO 33 
+ Determina el área total y el volumen de los siguientes poliedros regulares: 

1, Tetraedro de arista 2 cm 6. Octacdro de arista /3 ст 
2. Tetmedro de arista /3 cm 7. Dodecaedro de arista 2/5 ст 
3, Hexaedro de arista 2/3 cm 8, Dodecaedro de arista 2 cm 
4, Cubo de arista + dm 9. Icosaedro de arista 3 ст 
5, Octaedro de arista 6 om 10, Icosaedro de arista 5 /2 dm 
Resuelve los siguientes problemas: 


11, Determina d área total de untetracdro, si su altura es 6 от y su volumen es 34/2 en? 
12, Determina el volumen de un tetraedro si su área total es 2743 ст? 
13, Encuentra la altura de un tetraedro si su volumen es E ст 
14, Encuentra el volumen de un cubo si su área total es 12 ст? 
15. Si el volumen de un cubo es 2 ит, determina su arista y área total. 
16, Determina la altura y el área total de un octaedro de volumen 72 /2 cm? 
17. La altura de un octaedro es de 2 cm y su área total es 4/3 cm”, encuentra su volumen. 
18, Si la altura de un octaedro es de 6 cm determina su volumen, 
19, Si el área total de un icosaedro es 10 V3 cm”, encuentra su volumen. 
20, Determina cl volumen de un icosaedro de lado Len términos del área total. 
©) Verifica tus resultados en la sección de soluciones согтөвропбет{е............. 


Prisma 

Es un poliedro en que dos de sus caras son polígonos iguales situados en planos paralelos; las caras restantes son 
paralelogramos, 

Closificación 

Rectos. Si las caras laterales son perpendiculares Oblicuos. Si las caras laterales no son perpen-diculares 
alas bases, alas bases, 


cl | 
De acuerdo con sus bases, los prismas se clasifican también de acuerdo con el polígono que tienen como base, 
Prisma triangular. Sus bases son triángulos. Prisma rectangular. Sus bases son rectángulos, 


کے 
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Prisma cuadrangular, Sus bases son cuadrados, Prisma pentagonal, Sus bases son pentágonos, 


Poralelepipedo 


Son prismas cuya base es un paralelogramo y sus caras opuestas son paralelas, también se les conoce como ortoedros, 
A 


1. Las cuatro diagonales de un paralelepípedo son iguales. 
AF = BE = CH = DG 
2. Las diagonales de un paralelepípedo se cortan en su punto medio, 
О es el punto medio de AF, BE, CH y DG 
3, El punto de intersección de las diagonales de un paralelepípedo es el centro del mismo, 
O's el centro del paralelepípedo 


4, La longitud de una diagonal es igual a la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de las aristas que concu- 
теп en un vértice, 


EJEMPLOS: * 
1, + Determina la longitud de la diagonal de un paralelepípedo si su ancho 
PA ide 3em, argo 4am y el ato 2en. A 
E Bon 
3em 


Solución 4cm 
Sea dla diagonal del paralelepípedo, entonces: 
d= 2*3 +4 = (+9+16 = [29cm 
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Área y volumen 


© Area lateral de un prisma: producto del perímetro de la base y la altura, 
© Área total: suma del área lateral y el área de las dos bases, 
© Volumen de un prisma: producto del área de la base y la altura del prisma. 


Prisma rectangular Prisma triangular 
Ака lateral ¿E Área lateral 
A, = 2(а+ b)h NY A,=Ph 
Área total h Área total 
A, = Xa + b)h + 2ab A,= Ph + 2A, 
Volumen total Volumen total 
V,= abh V,=Ayh 
Prisma cuadrangular (cubo) Prisma cuya base es un polígono de n lados 
Árca lateral Área lateral 
A,=42 A,=Ph 
Árca total Árca total 
A, =6L2 A, = Ph A, 
Volumen total Volumen total 
VD V,=Ajh 
EJEMPLOS - 


1, ө Determina el área lateral, área total y volumen de un prisma triangular de 2 cm de lado con altura de 4 cm. 
^ Solución 
El área lateral de un prisma triangular se define: A, = Ph, se determina el perímetro de la base, 
Р = 3(2 ст) = 6 cm, entonces A, = (32 cm)(4 ст) = 24 cm? 


El área total de un prisma triangular se define; A, = Ph + 2A,, por lo que se obtiene el área de la base triangular me- 
diante la fórmula de Herón de Alejandría: 


= \[s(s—a)(s—6)(s—c) = 3(3-2)(3-2)(3-2) = V3 от? 


Aj=Ph+A,=24 cm? + УЗ ст? 
El volumen del prisma triangular se define Vr= A, h, entonces: 
V¿=Aph=(V3 ст? (4 ст) =4 V3 cn? 
v) $+- Determina c volumen de un prisma cuya base es un triángulo rectángulo isósocles de área > em, si el área lateral del 
prisma es (80+ 40/2)cn?. 
Solución 
El área de la base es un triángulo ds isósceles, entonces: 


t 
H 


Luego el área total ез: 


24 + V3)em? 


> Fark) э e > x=5em 
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al sustituir x = 5 cm se obtiene: 


Cuerpos geométricos, áreas y volúmenes 


luego, la hipotenusa (d) del triángulo es: 
zt? > dese > dave 


d= 542 ст 
El área lateral de un prisma se define como: A, Ph, si P = 10+ 54/2 „entonces: x 
А. _ 80+402  8)10+52( gom 


P 40€52 10+57 


por tanto, el volumen del prisma es: 


З 9»-Determina el área total y cl volumen de un prisma hexagonal de lado 1 сту altura 2 ст, 


Solución 
Se obtiene el área de la base que єз el hexágono ion, 


Pa, donde a= w-E) ЫЕ! E B. " A 
N 


A Ed eon 


Área total 
A, = Ph + 2A, = (6(1 ст2 cm) + gn ст ( 


Volumen 


= Agh= (Sew 2n) = 3V3 ст? 


EJERCICIO 34 
Determina el área lateral, total y volumen de los siguientes cuerpos geométricos: 


i 


2 
E 
4, 
5. 
6. 
7. 
[3 
9. 


Prisma rectangular de dimensiones 2, 3 y 5 em. 
Prisma cuya base es un triángulo equilátero de 4 cm de lado y 6 cm de altura, 


. Prisma cuadrangular si el lado de la base es 1 cm y su altura 4 cm. 
|. Prisma de base un hexágono regular de lado 2.5 ст y altura 6.5 cm. 
 Paralelepípedo de dimensiones V2 , 4 y 24/2 ст. 


Cubo de lado 2 cm. 


|. Prisma cuadrangular si el área de la base es 12 ст? y la altura es 8 cm. 


Prisma cuya base es un octágono regular de lado 10 ст y apotema (5 + 5 VŽ ) cmsi su altura es de 5 cm. 


. Prisma hexagonal regular si el perímetro de la base es de 60 cm y la altura es el doble que el lado de la base. 


143 


ТО Сето 


¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRÍA. 


Resuelve los siguientes problemas: 
10, Determina el área lateral de un prisma cuadrangular de volumen de 16 ст?, si la altura mide 4 ст. 
11, Determina el volumen de un cubo cuya diagonal es 3/3, 


12, Encuentra el área lateral de un paralelepípedo si las dimensiones de la base son 8 y 4 ст y una de sus diagonales 
mide 2 V21 em, 


13. Determina el volumen de un prisma cuya base es un triángulo isósceles de lados 2, 2 y 3 cm si la altura del prisma 
с el doble que la altura de la base, 


14, Encuentra el área total de un prisma cuya base es un triángulo equilátero, si la altura excede en 1 cm al lado de la 
base y el área lateral es de 90 cm?, 


15, Encuentra el volumen de un prisma cuya base es un hexágono regular de lado 3 ст y área lateral de 18 УЗ ст, 


16, Determina el área lateral de un prisma cuyo volumenes de 8 cm, si su base es un triángulo rectángulo isósceles con 
frea de 20m”, 


17. El área lateral de un paralelepípedo si el largo de la base es el doble que el ancho, su altura es de 2 ст y su diagonal 
mide 7 cm. 


18. Expresa el volumen de un cubo de arista x en términos de su área total y área lateral. 
19. De acuerdo con la fórmula anterior encuentra el volumen de un cubo si su área total es de 27 ст. 


3 
20, Expresa el área lateral de un paralelepípedo en términos de su volumen si sus dimensiones son L, 2Ly Z L. 


© verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente + + « + +» > + + + + + 


Pirámides 


Es el espacio entre un ángulo poliedro y un plano que corta a las aristas del mismo, que recibe el nombre de base, la 
superficie que lo limita se denomina superficie piramidal y son caras triangulares (caras laterales) terminadas en un 
vértice en común, 

V: Vértice 

О: Centro de la base 


ABCDE: Base de la pirámide 
AVB, BVC, CVD, DVE y EVA: Caras laterales. 


E 
Pirámide recta. Es aquella cuyas caras son triángulos isdsceles. 


En la figura: 
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Pirámide regular, Es una pirámide recta cuya base es un polígono regular, 
En la figura: 
AB = BC = CD = DE = EF = FA 
De acuerdo con el número de lados de la base, las pirámides se clasifican en; 
1. Pirámide triangular, su base es un triángulo, 


2. Pirámide cuadrangular, su base es un cuadrado, 
3, Pirámide pentagonal, su base es un pentágono. 


Área y volumen 


© Árealateral: producto del perímetro de la base por la apotema de la pirámide (apotema de una pirámide es la 
altura de los triángulos que forman sus caras). 

© Área total: suma del área lateral y el área de la base. 

© Volumen de la pirámide; tercera parte del área de la base por la altura, 


Pirámide regular 
Д Área lateral 
h 
a Р; 
ГА ка 
Area total 
Volumen 
1 
у= 3 Adi 
EJEMPLOS: . 
ET 1, @s Calcula el área total y el volumen de una pirámide cuadrangular con arista de la base de 3 cm, apotema de 6 cm y 
5j $ altura 25, 
[ 
Solución 
Н área total se define como Az = A, + Ay, entonces se determina el área lateral así como el área de la base; 
Área lateral de la pirámide: 
Pa 43.6 72 
RR 
Área de la base de la pirámide 


12=(3 ст)? =9 cm? 


Por tanto, el área total es: 
A,=A, + A, = 36 ст? +9 ст? = 45 ст? 


El volumen se define сото: Уу = 5 Ay sustituyendo А, =9 on? y h= 3488 om se obtiene: 
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2 ө». Determina el área lateral, área total y volumen de una pirámide hexagonal regular, si el lado de la base es de 4 cm y 
la apotema de la pirámide mide 5 ст. 
Solución 


Н área lateral se define como: A, = 42, siendo Р = 6(4 cm) = 24 cm 


2 


м=р Qtr), me acn 


El ёгса total se define como: A, = f + Ayo y para determinara se debe hallar el rea de la base, entonces: 


A, 


E. donde x apotema del hexágono, 4cm 


= (4) -(2) = Vi6=4 = 2 =2/3cm 


"T Sos Son Mid P Е 


Por tanto, А, = 60 ст? + 24 V3 ст? = (60+243) ст? 


El volumen se define como: Уу = > A, h, dela cual no se conoce la altura, pero la pirámide es regular, esto indica que 


la altura coincide соп el centro del polígono, generando un triángulo rectángulo con las aristas, tanto de la base como 


de la pirámide, entonces: 
h= dae = (5 (243) = (B= = 413 em 
por tanto, el volumen es: у 
ТА 3 (24/3 om?) (3 em) = NS ст? 
. 
Tonco de pirámide 


Es el poliedro que se obtiene al cortar una pirámide mediante una sección paralela a la base, 


Tronco de 
pirámide 
Características principales 
© Si la pirámide inicial es regular, el tronco de pirámide también será regular y se formarán trapecios iguales, 
ABB'A' = BCC'B' =... = EAA'E' 
© Las aristas laterales, alturas, apotemas y otras rectas trazadas desde el vértice quedan divididas en segmentos 
proporcionales. 
АУ ВУ EV 
AV BV 
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© Las áreas de la base y la sección paralela son proporcionales a los cuadrados de sus distancias al vértice, 


Área ABCDE — (OV) 
Área A'B'C'D'E' (ovy 


|, @*- Una pirámide cuadrangular con base de 4 cm por lado y altura 8 cm, se corta mediante una sección paralela de lado 


de 1 cm, determina el volumen del tronco de pirámide que se genera, 

Solución 

Se establece la proporcionalidad entre las áreas de los polígonos y su distancia al vértice, ` T 

sca A” y A el área del cuadrado de lado 1 cm y 4 cm respectivamente, entonces: s АХ ГА 
a (ey L 
A (һу a h 

al despejar А", se obtiene: 


=20m 
“scm 
por tanto, el volumen del tronco es la diferencia de volúmenes entre la pirámide ma- Fem 
yor (V) y la menor (У'): 
TES led 32 ہے‎ з 
V,=V-V= 304 от) (в от) (1 ст) (20m) = 3 om em 
ET 
+ 
Cuerpos con superficies no planas 
Este tipo de cuerpos se clasifican en: 
Superficie cilíndrica. La genera una linea recta que se mueve siempre paralela a P 
sí misma sobre una directriz, g 
z 1 
АВ: Directriz 
1: Generatriz 


Superficie cónica. La genera una línea recta que se mueve sobre una directriz y 
pasa por un punto fijo llamado vértice. 


A; Vértice 
BC: Directriz 
1: Generatriz 
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Figuras de revolución. Las genera un plano al girar sobre una recta que pertenece al mismo ` A 

plano, CE 
00“ Eje de la superficie 
ABCD: Figura plana 


ТЕ 
Cilindro circular 
Superficie cilíndrica cerrada que limitan dos círculos iguales y paralelos llamados bases. 


Cilindro circular recto, Aquel cuyas generatrices son Cilindro circular oblicuo. Aquel cuyas generatrices 
perpendiculares a las bases. по son perpendiculares a las bases. 


EAT C3 


و 
-— 


Área y volumen de un cilindro circular recto 


Área lateral: producto del perímetro de la base у la altura del cilindro, 
Área total: la suma del área lateral y las áreas de la base y tapa. 
Volumen: producto del área de la base y la altura. 


s Área lateral 
9. i rsen 
h Ата total 
A,= 2r (h+) 
Volumen total 
Cor veneh 


Cono circular 
Es la región del espacio que limita una superficie cónica cerrada y cuya base es un círculo, 


Cono circular recto. Si el segmento que une al vértice — Cono circular oblicuo. Si el segmento que une al vértice 
yal centro de la base es perpendicular a la base. y al centro de la base no es perpendicular a la base. 


Área y volumen de un cono circular recto 


© Area lateral: producto de л, radio y la generatriz. 
© Área total: la suma del área lateral y el área de la base, 
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© Volumen: producto del área de la base y la tercera parte de la altura, La altura del cono es la recta que baja de 
su vértice al centro de la base. 


A,=ar(g+1) 


Cg Volumen total 


м darn 


EJEMPLOS . 
2 1, 65 Calcula el área lateral, área total у el volumen de un cilindro con radio de la base de 3 cm y con altura de 6 cm. 


^. Solución 
El área lateral de un cilindro se define como: A, = 271 r h, se sustituye г =3 ст y h =6 cm y se obtiene: 


A, = 2л (3 пуб ст) = 36л ст? 
2nrh2nr 


A,= 2л(3 ст) (6 cm) + 2л (3 ст)? = 36m ст? + 18лст? = 54л ст? 


El volumen se define como: Уу = z £^ h, entonces: 


V,= x (3 ст)? (6 ст) = л(9 cm?) (6 cm) = 54л en? 


Determina el área lateral, área total y el volumen de un cono recto cuyo radio mide 1 cm y la altura 2 cm, 
Solución 


Se calcula la medida de la generatriz, la cual forma un triángulo rectángulo con la altura y el radio de la base, en- 
tonces: 


gear > g- (02 ст) + (1 ст) Е 


Se sustituyen en las fórmulas г = 1 ст, h=2 cm y g = ÎS ст. 


Área lateral 
=arg=x(l em) (V5 ст) = V5 mem? 
Área total 
Ape яг (g+r)= m em)( [5 cm +1 cm) = л (V5 +1) ст? 
Volumen 


ari (1 сп) ст) = S nen 
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EJERCICIO 35 


Determina el área lateral, total y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos: 
1, Pirámide regular cuya base cuadrangular de lado tiene 3 cmsi su altura mide 4 cm. 


2. Pirámide regular cuya base es un triángulo equilátero de lado 1 cm si su altura mide — À caras 
laterales mide 1 ст. 


3. Pirámide regular cuya base es un hexágono regular de lado 2 cm si su altura es 5 cm. 

4, Pirámide regular cuya base es un octágono regular de lado 4 cm, apotema 4.8 cm y altura de 6.4 cm. 
5. Cilindro circular recto de radio 3 cm y altura 5 ст. 

6. Cilindro circular recto de diámetro 8 cm y altura 4 cm. 

7. Cono circular recto de radio 7 cm, altura 9 cm y generatriz V150 ст. 

8. Cono circular recto de radio 2 cm y altura 8 cm. 

9. Cono circular recto de diámetro 5 ст y altura V3 cm. 

10. Cono circular recto de radio 1 cm y generatriz 3 cm. 


Resuelve los siguientes problemas: 


11, Encuentra el volumen de una pirámide cuya base es un trapecio isósceles de base menor 2 cm, base mayor 4 cm y 
lados iguales (10 cm si la altura de la pirámide es de 4 cm. 


12, Determina el volumen de una pirámide cuya base es un triángulo rectángulo isósceles de hipotenusa 2/2 ст y altura 
de la pirámide 6 cm. 


13, Encuentra el volumen de una pirámide cuadrangular de lado 6 cm, si sus caras laterales son triángulos isósceles cuyos 
lados iguales miden 8 ст. 


14, Una pirámide cuadrangular de base 8 cm por lado y altura 10 ст, se corta mediante una sección paralela de lado 4 
от, determina el volumen del tronco de pirámide que se genera, 


15. El área lateral de una pirámide es 60 ст?, si su base es un hexágono regular y la apotema de la pirámide mide 5 cm, 
determina el área de la base. 


16, Encuentra el volumen de un cilindro circular recto si su área total es 32л cm? y su altura mide 6 cm. 


17, El volumen de un cilindro circular recto es 1752 ст?, si el radio es dos unidades menos que su altura, determina su 
са lateral. 


18, El área total de un cono circular recto es 247 cnr. si la generatriz excede en dos unidades al radio de su base, deter- 
mina su volumen, 


19. El área lateral de un cono circular recto es 327 cm”, si la medida del radio es la mitad de la generatriz, encuentra el 
аса total. 


20, Expresa el área total de un cono circular recto en términos de su volumen si su altura es el doble de su radio, 


© Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente = 
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Cuerpos geométricos, áreas y volúmenes 


Esfera 


Es un sólido geométrico al que limita una superficie esférica, cuyos puntos equidistan de un punto fijo que se conoce 
como centro de la esfera. 


O: Centro de la esfera. 


AB: Diámetro de la esfera АК HB 
C, Gircunferencia mayor ae 


Figuras esféricas y zonas esféricas 
Resultan de cortar la esfera y la superficie esférica. 


Casquete esférico. Se obtiene al dividir la superficie esférica en dos partes, » EE 
mediante un plano; si éste pasa porel centro de la esfera los casquetes son 2 
iguales. 

Segmento esférico. Es el espacio que limitan el casquete esférico y el 


círculo base, 


Zona esférica. Es aquella superficie esférica limitada por dos planos. El 


Rebanada esférica. Es el espacio que limitan dos planos paralelos y la OATES Th 
zona esférica correspondiente, 


Huso esférico. Es la porción de superficie esférica que se obtiene con dos 
planos que concurren en un diámetro. 


Cuña esférica. Es la porción de espacio que limitan dos planos que A 
concurren en un diámetro y el huso esférico correspondiente. 


y la superficie cónica con vértice en el centro de la esfera cuya directriz es 
la base del casquete, 


Sector esférico. Es la porción de espacio limitado por uncasquete esférico 


151 


10 CAPITULO 


¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRÍA. 


Área de figuras esféricas y volumen de cuerpos esféricos 


Área: es igual al área de cuatro círculos máximos de esa esfera. E 
Azsr? 

Volumen: es igual a cuatro tercios de x por el radio al cubo. 
vajar 


Volumen de un sector esférico а 


Donde 
r: Radio de la esfera 
h: Altura del casquete esférico 


A=2rh 
Volumen de un segmento esférico 


EA 

od 

Ф 
Área de un casquete esférico y zona esférica ” 


1 
arh- 3 AR (r—h) 


Volumen de una rebanada esférica: diferencia de volúmenes de los 
segmentos esféricos con radio г, y r, respectivamente, 
V-V-V, 

Donde 

7: Radio de la esfera 
7, y ry: Radios de las circunferencias que limitan la rebanada 

h: Altura del casquete esférico o zona esférica 

R: Radio de la base del casquete esférico 


Área del huso esférico 
ЖЕ nen 
90° 
Volumen de la cuña esférica 
arn 
у= 
E 270° 


ır: Radio de la esfera 


п: Angulo que forman los planos de un huso 
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Cuerpos geométricos, áreas y volúmenes 


'MPLOS: A 
1, es Calcula el área y el volumen de una esfera de 6 ст de diámetro, 


L Solución 
El Grea de una esfera está dada por la fórmula: A = 4л 7^, si r= 2 entonces 


А=4л (2) = 4x (9 cm?) =36лст? 
El volumen de una esfera está dado por la fórmula; V= i 7 P, se sustituye r= 3, obteniendo: 


E emp- $ ROT спёу=36л enè 


Por tanto, А = 36л ст? y V= 36л ст. 


Determina el área del huso esférico y el volumen de la cuña esférica que forman dos planos con un ángulo diedro de 
45°, si el radio de la esfera es de 9 т. 


Solución " 
El área del huso esférico está dada por la fórmula: А = > sustituyendo r = 9 т y n = 45", se obtiene: 


a= HO mas" (81m) _ Be s 
90° 2 2 


ya Erin „л(9т)`-45° _ 4-729 m _ 243% , 
E 6 2 


81, 
Por tanto, cl área del huso esférico y el volumen dela cula son: ÊÊ my 28% p respectivamente, 


Determina el área del casquete esférico cuya base dista 2 cm del centro, si el radio de la 
base es V21 cm, 


Solución 


El árca de un casquete esférico se obtiene mediante la siguiente fórmula: 


A=2amh 


de los cuales se desconoce r y h, de la figura se tiene que: 


= \(2 от) +(e) = (4cm? +m = (Sem =5от 


luego, la altura del casquete es: 


h=r-2cm=5cm-2cm=3 cm 


al sustituir r = 5 ст y h=3 степ A = 2л rh, se obtiene: 
A= 2(5 cmX3 cm) = 30% ст? 
Por consiguiente, el área del casquete esférico es 307 cm, 
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Ф +: Una esfera. cm de radio se corta inte lanos lelos a una ncia de un mismo centro 
Una esfera de 10 cm de radi mediante dos pl: paralelos distancia de is lado del de 
2 cm y 6 cm respectivamente, determina el volumen del segmento esférico. 


Solución 

Para determinar el segmento esférico, primero se encuentran los volúmenes de los casquetes esféricos, como lo muestra 
la figura; 

V= Volumen del segmento esférico V, = Volumen del primer casquete V, = Volumen del segundo casquete 


ari яе № 2л(10) (4)-hx(8Y 10-4) = Pr 
леп ixi = 2 (10) (8) 1 л(у%) (0-9) = 95 02, E 
Pon Ve v, v. 108 
а 
EJERCICIO 36 
Resuelve los siguientes problemas: 


1, Determina el área y volumen de una esfera con radio de 4 cm, 
2, Encuentra el volumen de una esfera cuyo diámetro mide 6/5 cm. 


3. El radio de una esfera es de 3 cm, determina el volumen de un sector esférico cuyo casquete esférico tiene una altura 
de Lem, 


4, Determina el volumen de un sector esférico si la base de su casquete esférico se encuentra a 4 cm del centro de la 
esfera cuyo radio es de 9 cm. 


5. El radio de una esfera mide 10 cm, ¿cuál es el área del casquete esférico cuya base se encuentra a 7 cm del centro de 
laesfera? 


6, ¿Cuál es el área de un casquete esférico cuya base dista del centro de una esfera 2 ст y su radio mide 2/15 ст? 
7. ¿Cuáles el volumen de un segmento esférico cuya base tiene una altura de 2 от y el diámetro de la esfera mide 6 ст? 
8, Encuentra el volumen de un segmento esférico si su base tiene un radio de 4 cm y el radio de la esfera mide 5 cm. 


9, Una esfera con un radio de 12 cm se corta mediante dos planos paralelos a una distancia de un mismo lado del centro 
de 4 cm y 7 cm respectivamente, determina el área de la zona esférica y el volumen de la rebanada esférica, 


10. Una esfera con un radio de 1 ст se corta mediante dos planos paralelos, uno a cada lado del centro a una distancia 
de 7 оп y + en respectivamente, determina cl área de la zona esférica у el volumen de a rebanada esférica. 
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Cuerpos geométricos, áreas y volúmenes 


| 11. Encuentra el área del huso esférico si el ángulo que forman sus planos es de 60° y el radio de la esfera mide 10 cm. 
12. El área de un huso esférico es Ls. sic radio de la esfera mide 2 ст, ¿qué ángulo forma el huso esférico? 
13. Calcula el volumen de una cuña esférica si el ángulo que forman sus planos es de 30° si el área de la esfera es 367% ст?, 


14, Dos planos que concurren en un diámetro forman una cuña esférica de volumen Ben? y un uso esférico de área 
Эл cm? encuentra el radio, área y volumen de la esfera. 


© Verifica tus rematados on la sección de soluciones correspondiente s 
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CAPÍTULO 11 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


TRIGONOMETRÍA 


ата de las matemáticos que estudia las relo- 
dones entre los ángulos y lados en cualquier 
triángulo. 
Desde hace mós de 3000 años los babilonios 
y los egipcios fueron los primeros en utilizar los 
Hiparco de Nicea ángulos y las razones trigonométricas pora efec- 
(190-120 a. C) Маг medidas en lo agricultura, así como para lo 
construcción de pirámides. 


Hiparco de Nicea 


Astrónomo, matemático у goógrolo griego nacido en Nicea. Uno de los 
principales desarrolladores de la trigonometría (plana y esférica), construyó 
tablas que relacionaban los ángulos centrales con las cuerdas delimitadas 
рог su ángulo central correspondiente, Gracias с esta tablo, equivolente a 
una tabla de senos actual, logró relacionar los lados y ángulos en cualquier 
triángulo plano. 

los trióngulos esféricos se forman en la superficie de una esfera y son ob- 
{ео de estudio de la trigonometria esférica, la cual se aplica en la náutica 
y navegación. 


11 Cariruio 


GEOMETRÍA Y TRGONOMETRÍA. 


Funciones trigonométricas 


Alas razones que existen entre las longitudes de los lados de un triángulo rectángulo se les llama funciones o razones 
trigonométricas. 


Definiciones 

Seno de un ángulo. Es la razón entre el cateto opuesto y la hipotenusa, 

Coseno de un ángulo. Es la razón entre el cateto adyacente y la hipotenusa. 
Tangente de un ángulo. Es la razón entre el cateto opuesto y el cateto adyacente, 
Cotangente de un ángulo. Es la razón entre el cateto adyacente y el opuesto. 
Secante de un ángulo. Es la razón entre la hipotenusa y el cateto adyacente, 
Cosecante de un ángulo. Es la razón entre la hipotenusa y el cateto opuesto. 
‘Nota: los catetos se nombran según el ángulo agudo que se utilice. 


EJEMPLOS: „ 

x Î е» En el siguiente triángulo determina los catetos opuesto y adyacente para cada uno de los ángulos agudos. 
[ 

E 


Para el ángulo а: 


Para el ángulo f: 


El cateto que es opuesto para uno de los ángulos será el adyacente para el otro, siendo la hipotenusa el lado que no 
presenta variante, 


2 9»: Obtén las funciones trigonométricas de los ángulos agudos del siguiente triángulo rectángulo; 


D 


mi CN 
b 
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Funciones trigonométricas 


Solución 
En el triángulo la hipotenusa es c y los catetos son a y b, entonces las funciones para los ángulos agudos a y B son: 


Funciones de о: Funciones de В: 


sena 


3 8 8 
з а R 
п а 
In elo slo els аә а |а 
à 
> 
" 


| 

р 
à 
` 


8 
а 
" 
E 
= 
1 
elo a lo ela 


pe 


Las funciones trigonométricas de un ángulo agudo guardan ciertas relaciones entre sf: 
Función directa Función recíproca 
seno (sen) «> cosecante (csc) 


coseno (cos) «> secante (sec) 


tangente (tan) «> cotangente (ctg) 


Cofunciones 


Cualquier función de un ángulo es igual a la cofunción de su complemento. 
En el triángulo rectángulo: 
Por geometría: 
90 + a+ B= 180° 
в Donde; 
с «+В =90°; В=90°-@ 
а por tanto, a у £ son complementarios. 


b 


Entonces, mediante las definiciones: 
sen a = cos (907 — a) =cos В 


cos a = sen (90°- a) = sen B. 
1g (90° a) = cig B. 
cig a = tan (90° — a) = tan B 


tan 


sec a =сзс (90*- a) =ese B 
esc «= sec (90°- a) «sec B 
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Ejemplos 

Dadas las funciones trigonométricas, se determinan sus respectivas cofunciones: 
sen 32° = cos (90° — 32°) = соз 58° 
tan 25° = ст (90° — 25°) = ctg 65° 


ү 
6 


Rango numérico 


Dado que la hipotenusa de un triángulo rectángulo siempre es mayor que cualquiera de los dos catetos, los valores del 
seno y el coseno de un ángulo agudo no pueden ser mayores que +1, ni menores que —1, mientras que los valores de las 
funciones cosecante y secante, al ser recíprocas del seno y coseno, no pueden estar entre —1 y +1; los catetos de un 
triángulo rectángulo pueden guardar entre sí cualquier proporción, por tanto, los valores de la tangente y la cotangente 
varían sobre todo el conjunto de números reales, 


Valor 


Dada una función trigonométrica de un ángulo agudo se pueden determinar las demás funciones a partir de la cons- 
trucción de un triángulo rectángulo y el empleo del teorema de Pitágoras como a continuación se ilustra. 


EJEMPLOS: 3 . 
E 1, €* Si өс agudo, y cos @ = q» calcula los valores de las funciones trigonométricas para 0, 

E | Solución 

ür Se construye un triángulo rectángulo, donde 0 es uno de los ángulos agudos, la hipotenusa es 4 y el cateto adyacente 


ГЕЯ 
Se aplica el teorema de Pitágoras para encontrar el valor del lado restante; 


(4= GP GF 
162x349 


Por tanto, las funciones trigonométricas del ángulo agudo 6 son: 
1 з _ 4 _ 47 
7 


sen 0= a= — = scO= -> = 
7 7 
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Funciones trigonométricas 


Si Өев agudo y tan 0 
Solución 


Se construye un triángulo rectángulo, donde Ө ев uno de los ángulos agudos, el cateto opuesto es 1 y el cateto adya- 
cente es 2, 
Se aplica el teorema de Pitágoras para encontrar el valor del lado restante: 


[EE 


» calcula los valores de seno y coseno del ángulo 0. 


EJERCICIO 37 


1. Obtén el valor de las funciones trigonométricas de los ángulos agudos, en los siguientes triángulos: 


a) e) 3 
5 " в A 
х 4s 
x 9 
c 
в 
DI E N d N 
1 42 
x 10 
о 7 м 
м 
7 
2. Obtén el valor de las funciones trigonométricas de los ángulos agudos en los siguientes triángulos rectángulos: 
a) Si y азов los ângulos agudos y cos0= + d) Si 0 y ason los ángulos agudos y sec 0 = 2V3 
b) Si £ Ay Z В son complementarios y un B= = © دی و ر اود م جم او‎ E 


c) Si Z My £ Nson complementarios y sc N =2 f) senA = 5 y £ Bes complemento de Z A 


© Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente = 
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Signos de las funciones trigonométricas en el plano cartesiano 


‘Si un triángulo rectángulo se ubica en el plano cartesiano, de manera que uno de sus catetos coincida con el eje horizontal, 
las funciones trigonométricas tendrán un signo dependiendo del cuadrante sobre el cual se encuentre dicho triángulo. 


Tobla de signos 


Ш cuadrante У cuadrante 


++ + + o + 
D 


a 
231 
H ^. Solución 
Por el teorema de Pitágoras: 
(04) = c3? y 
ОА = V25 =5 
x 
Por tanto, las funciones trigonométricas del ángulo а, son: 
4 4 
snaz & tan —4 
5 3 
aga=-3 aga 5 
im" 74 
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Funciones trigonométricas 


2 @e-Calcula las funciones trigonométricas para el ángulo В, si se sabe que гап В = 4 y 180° < В < 270°. 


Solución 
ángulo se define en el tercer cuadrante y la función tangente es positiva, por tanto, tan B= + E estos valores 


se ubican en el plano cartesiano, 
Por el teorema de Pitágoras: 
(WP = (4) +P 
0=16+1 


h= NIT 


Entonces, las funciones trigonométricas del ángulo В son: 


sec B= —Л7 


З ө. Encuentra las funciones trigonométricas del ángulo agudo 0 que forman el punto PQ, —5) y el eje horizontal. 


Porel teorema de Pitágoras: ы 
oN Ж 


OP 


РО, —5) 
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EJERCICIO 38 


EJEMPLOS: 


1. 


n. 
12, 


. Calcula las funciones trigonométricas del ángulo si se sabe que cos В 


Calcula las funciones trigonométricas del ángulo agudo а = < ХОМ que forman el punto M( 12, -5) yel eje hori- 
zontal, 


Encuentra las funciones trigonométricas del ángulo agudo a= YON que forman el punto N (-4, —7) y el eje vertical, 
Determina las funciones trigonométricas del ángulo agudo fj = ХОА que forman el punto A(2, 3) y el eje horizontal, 


a № 


Calcula las funciones trigonométricas del ángulo agudo 0= ХОВ que forman el punto B| 2 8) yeleje 
horizontal. 


Calcula las funciones trigonométricas del ángulo a, si se encuentra en el tercer cuadrante concsc @ = E 


Determina las funciones trigonométricas del ángulo a, si se encuentra en el cuarto cuadrante con сїр a = 5 


5 у90° < В < 180° 


Encuentra las funciones trigonométricas del ángulo В, si se sabe que cos В = 
Obtén las funciones trigonométrices del ángulo asi sc sabe que ety as -R y E <u < 28 
Sicscó= 2 si 90* < 5 < 180°, calcula las funciones trigonométricas del ángulo 5 


3 эл 


N35 y ae pe E 
3 5585 


Si sen a > 0, tan a < 0 y sec a = –2, calcula las funciones trigonométricas del ángulo a 


, calcula las funciones trigonométricas del ángulo a 


1 


Si seca >0, cig a< Oy cosa = 


2 


© мева tus resultados өп la sección de soluciones correspondiente . . . ............ 


Funciones trigonométricas para ángulos mayores que 90° 
"Todo ángulo mayor que 90°, se puede expresar en la forma (п :90°+ а) otiea(n- a), done nes un entero posi- 
tivo y aes un ángulo cualquiera, la función de dicho ángulo será equivalente a: 


i) La misma función de a si n es un número par. 
iî) La cofunción correspondiente de a si n es un número impar. 


Esto con el fin de expresar la función trigonométrica de dicho ángulo en una expresión equivalente, pero con un án- 
gulo agudo, conservando el signo correspondiente a la función dada, según el cuadrante donde se encuentre el lado 
terminal, 


ÎÎ ез Expresa como función de un ángulo agudo tan 140°, 


i 


Solución 
El ángulo se sitúa en el segundo cuadrante, donde la función tangente es negativa, entonces: 
tan 140° = tan (2 - 90° — 40°) = tan 40° 


Ahora bien, tan 140° se puede expresar también como tan (1 - 90° + 50°), п = 1, por tanto se utiliza cotangente, la cual 
es cofunción de la tangente, entonces: 


tan 140° = tan (1- 90° + 50°) = –ст 50° 
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Funciones trigonométricas 


Expresa como función de un ángulo agudo sen 
Solución 
El ángulo está en el tercer cuadrante, donde la función seno es negativa, entonces: 


sen Ig =sem[2:2+2 5] зеп 2л 
9 29 9 
sen La зе puede representar también como sen(3.— 5.2) na por tanto se utiliza la cofitnción del seno, es 


decir, se expresa en términos del coseno, 


Expresa como función de un ángulo agudo sec 350° 15' 28", 


Solución 
El ángulo está situado en el cuarto cuadrante donde la función secante es positiva, entonces: 
sec 350° 15' 28" = sec (4 -90* —9° 44' 32") = sec 9° 44° 32” 
Oen términos de cosecante: 
sec 350° 15' 28" = sec (3 + 90° + 80° 15' 28") = csc 80° 15' 28" 


-Expresa como función de un ángulo agudo cos 1 000°. 


Solución 


Cuando el ángulo es mayor que 360°, debe dividirse entre esta cantidad para obtener el número de giros o vueltas que 
а el lado terminal y el residuo es el ángulo que debe expresarse en función de un ángulo agudo. 
giros o vueltas 
ane 


360° |1000 


280° 
© Ángulo equivalente 
El ángulo equivalente a 1 000° es 280°, situado en el cuarto cuadrante donde la función coseno es positiva, entonces: 
cos 1 000° = cos 280° = cos (4 - 90° — 80°) = соз 80° 
O bien, en términos de la función seno, 
cos 1 000° = cos 280° = cos (3 - 90° + 10°) = sen 10° 


- Expresa como función de un ángulo agudo зел 6 290°, 


Solución 
Se obtiene el ángulo equivalente, que sea menor que 360", 
17 
360° [6290° 
170° 


Н ángulo equivalente es 170°, el cual se sitúa en el segundo cuadrante donde la función seno es positiva, entonces, 
sen 6 290° = sen 170° = sen (2 - 90° — 10°) = sen 10° 

O bien, en términos de coseno, 
sen 6 290° = sen 170° = sen (1 -90° + 80°) = cos 80° 
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6 @e-Expresa como función de un ángulo agudo гап (—65°), 
Solución 
Se traza el ángulo negativo, el cual girará en sentido horario y será equivalente a un ángulo de 295°, que se sitúa еп е1 
cuarto cuadrante, donde la función tangente es negativa, 


-65° 
295° 
Por consiguiente; 
tan (-65°) = tan 295° = tan (4 - 90° — 65°) = —tan 65° 
O bien, en términos de cotangente: 


tan (-65") = tan 295° = tan (3 + 90° + 25°) = —с 25° 


7 $s- Expresa como función de un ángulo agudo sen E 2) 
Solución 


Se traza el ángulo negativo, el cual se encuentra en el tercer cuadrante donde la función seno es negativa. 


О bien, en términos de coseno: 


sen [-35х|=зеп Zr =sen[ 3:25] =-c05 Ln 
36 36 2 


36 


Funciones trigonométricas de ángulos negativos 


Los ángulos negativos giran en sentido horario y las funciones trigonométricas de ángulos negativos, se expresan en 
términos de funciones trigonométricas de ángulos positivos, 
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En el triángulo A АОВ, ubicado en el primer cuadrante: 


seno= AB ran = АЁ seco= 20 
40 50 

coso= ВО ergo = BO esca 20 
АО AB 


En el triángulo A AOB, ubicado en el cuarto cuadrante: 


sen(-0) = 25 tan (-0) = - 2E sec (-0)= ЕЯ 
cos (-0) = E cig (-0) = E esc (-0) = - A0 
Por consiguiente: sem(-0)==sen0 ran (-0) =-tan 0 
cos (-0)=c0s0 ctg (0) =-c1g 0 
EJEMPLOS: . 


1, + Expresa sen (-30°) en términos de un ángulo positivo, 
E | Solución 
Al aplicar sen (-6) = -sen 0, se obtiene: 
sen (-30*) = — sen 30° 
2 @e-Expresa ran (—120°) en términos de un ángulo positivo y agudo. 
Solución 
Se aplica ran (-0) = —tan 8 y se obtiene: 
tan (120) = 1an 120° 
yal reducir а un ángulo agudo, 
tan (1207) = –1ап 120° = —tan (2 + 90° — 60°) =-(—1an 60°) 


Valores numéricos de las funciones trigonométricas circulares 


Los valores de las funciones trigonométricas guardan una estrecha relación con el círculo unitario y se pueden 
calcular por medio de la medición de algunos segmentos de éste, el uso de tablas matemáticas o con el empleo de 
una calculadora, 
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Si se consideran las distancias OR = ОМ = OV = 1, entonces para calcular el valor de las funciones trigonométricas del 
ángulo a, se emplean las definiciones de las mismas y representan la longitud de los segmentos: 


sen a = leto opuesto 
hipotenusa 


cateto adyacente 


соза = 16 
hipotenusa 


EJEMPLOS * 

2 JÎ + Calcula el valor de las funciones trigonométricas del ángulo 32° 10°. 

E | Solución 

d Si se emplea el círculo unitario para calcular las funciones, donde а = 32° 10", entonces: 


‘Se consideran los segmentos OR = ON = OV = 1, entonces: 


sen 32° 10 = MN = 0,5324 esc 32° 10 = ОТ 
cos32* 10' = ОМ = 0,8465 sec 32° 10' = OS 
tan 32° 10' = SR = 0,6289 ctg 32° 10 = VT 
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Funciones trigonométricas 


Si se emplean las tablas matemáticas (incluidas al final del texto) para calcular el valor de las funciones trigonométri- 
саз de 32° 10°, entonces, se procede de la siguiente forma: 


"Grados | Radianes 


Tan Са Соз 
0°00" 0000 


“000 10000 | 15708 | 9700 


5565 249 | 1603 | жю | 10123 |5800 


5614 6289 | 15900 | 8465 | 10094 50 
5643 6330 | 15798 | 2450 | 10065 40 
5872 6371 | 15607 | 3434 | 10036 30 
5701 5412 | 15697 | s18 | 10007 20 
ESI 16453 | 15497 | 8403 | 997 10 


Sreo | 5446 | 6494 | 15309 | оз? | 9048 | 57" 00" 


4500 7854 | .7071 | 10000 | 10000 | 7071 7854 | 45* 0" 
Cos | Ct Tan Sen | Radanes | Grados 


El renglón superior corresponde a la columna izquierda cuyos valores van desde 0° 00' a 45° 00" y el renglón inferior 
va desde 45° 007 a 90° 00". 

El valor de sen 32° 10" se busca en la columna izquierda de arriba hacia abajo y además se observa que es el mismo 
valor que el de cos 57° 50", buscado en la columna derecha de abajo hacia arriba, esto es porque son cofunciones, 

Si se busca el valor de las funciones trigonométricas empleando una calculadora, el procedimiento es el siguiente; 


а) Verificar si la calculadora es de renglón simple o es más sofisticada y cuenta con doble renglón. Esto es porque 
se teclea de forma diferente; en la explicación que a continuación se presenta se considera que el estudiante 
empleará una máquina de doble renglón, 

b) Es necesario definir en qué medidas angulares se desca trabajar (grados o radianes). 

с) Considerar que el idioma que regularmente emplean los fabricantes en los menús y teclados es el inglés, es por 
ello que el ejemplo así lo considera, 

d) Para encontrar las funciones cosecante, secante y cotangente, es necesario encontrar primero sus respectivas 
funciones recíprocas, ya que las calculadoras по cuentan con estas funciones de manera directa, y después 
dividir la unidad entre dicho resultado. 


Si sc emplea la medida en grados debes digitar la tecla de [Mode] y elegir la opción [Deg | la cual indica que la medida 
angular está en grados sexagesimales, 
Sise busca el sen 32° 107 entonces: 
Se digita [sin Jdespués, el valor de los grados 32 а continuación la tecla [57 = Jenseguida 10 y por último la tecla 
[CT] Para que el resultado aparezca en la pantalla es necesario digitar la tecla. y el resultado desplegado en 
la pantalla de la calculadora es 0.53238389, 
Sila función buscada es sec 32° 10°, ésta no puede ser calculada de forma directa, por lo que es necesario encontrar 
su función recíproca, Además, ahora vamos a usar la medida angular cn radianes, por tanto: 
Se digita [Mode] y se elige la opción [ Rad ], la cual indica que la medida angular empleada está en radianes, 32° 
= 0.5614 rad. 
Se comienza digitando un paréntesis [TC] en seguida la función recíproca de la secante, la cual es el coseno 
соз ] de 0.5614, después se cierra el paréntesis [J] y por último la tecla [xT] la cual es la función recíproca, 
Para que aparezca el resultado se teclea [=] y se desplegará en la pantalla 1, 1813, 


169 


11 Carírulo 


¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA, 


EJERCICIO 39 


1. Expresa en función de un ángulo agudo las siguientes funciones: 


a) зеп210° 
b) tan 165° 
©) cos 280° 
d) csc 120° 
©) sec 358° 
P sen 240° 37°25” 
8) сщ 315° 


hi) tan 254° 46/24" 
0 cos 95° 25" 

Л sec 320° 48127 
K ese 127° 

D ctg (48°) 

m) cos (-38* 54") 

п) sen (28735247) 


2, Expresa en términos de un ángulo positivo las siguientes funciones: 


а) sen (-160*) 
b) ctg (1409) 
д) sec (-240*) 
d) cos (2809) 
е) tan (-345°) 


P) све (90%) 

8) cos (-225° 15 46”) 
H) сив (-176° 45 237) 
1) sec (-108 327) 

D sen (-28° 15) 


3, Expresa en función de un ángulo agudo las siguientes funciones; 


а) sen (160°) 
b) ctg 1 240° 

©) cos (-2 800°) 
d) tan 5 445° 


е) esc (-98° 32' 127) 


f) sec (230) 


8) sen (13159) 

h) tan 823° 25° 18" 

0) cos (-428° 45' 24") 
D crg920* 

K) sec (-220°) 

D cse 328° 39 41" 


4, Encuentra el valor de las siguientes funciones trigonométricas (empleando tablas o calculadora): 


a) sen 18° 
b) cig 46° 
©) sec 25° 
Ф cos 83° 
©) tan 37° 


©) Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente a 


D cse 79° 

8) cos 22° 10° 
h) ctg 14° 40° 
i) sec 10°30" 
D sen 29" 50' 


CAPÍTULO 12 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS PARA ÁNGULOS NOTABLES 


HISTÓRICA. 


strénomo, matemático y geógrafo egip- 

cio del siglo Il de lo ero cristiana, пасе 

Tolemaida Hermia [en el Alto Egipto), 

alrededor del año 100, y vive y trabaja en Ale 
jendría. 


Ptolomeo calculó cuerdos inscribiendo polígonos 

(1004 C.-1704.C) regulares de lados 3, 4, 5 y б en un círculo, lo 

cual le permitió calcular cuerdas sublendidas por 

ángulos de 36°, 72°, 60°, 90” y 120”. En su obra Almagesto, Ptolomeo 

proporcionó una tabla de cuerdas de 0° a 180° con variaciones de 1°, 
соп una exactitud de 1/3 600 de una unidad. 


Los astrónomos de la India habían desarrollado también un sistema trigono- 
métrico basado en la función seno, en vez de cuerdas como los griegos. 
Esta función seno era la longitud del lado opuesto a un éngulo en un 
triángulo rectángulo de hipotenusa dada, los matemáticos indios utilizaron 
diversos volores para ésta en sus tablas. 


A finales del siglo vii los astrónomos árabes trabajaron con la función seno 
y a finales del siglo x ya habían completado la función seno y las otras 
cinco funciones. También descubrieron y demostraron teoremas fundamen- 
tales de la trigonometría, tanto para triángulos planos como esféricos. Los 
matematicos sugirieron el uso del volor r= 1 (radio de la circunferencia) y 
esto dio lugar a los valores modernos de los funciones trigonométricas. 
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Valor de las funciones trigonométricas de los ángulos 
de 0°, 90°, 180°, 270° y 360° 


Las coordenadas del punto Р sobre el eje X son (а, 0) y la distancia al origen es igual a a, entonces las funciones de 


los ángulos de 0° y 360° son: 
sen 0° = sen 360° = © 
Ya 3 
cos 0° = cos 360° = Ê 
а 
x 0 
360 P(a.0) tan 0° = tan 360° = 7 
( da ctg 0° = tg 360° = E No existe 
sec 0° = see 360° = © 1 
a 


esc O° = csc 360° = 7 No existe 


Para el ángulo de 90°, las coordenadas de cualquier punto P sobre el eje Y es P(0, Б), la distancia al origen es b, 


entonces; 
b 
90° = 2 
sen Я 
0 
90 = = =0 
cos Т 
b В 
tan 90° = 7. No existe 
0 
1g 90° = — =0 
etg Y 
b " 
sec 90° = C No existe 
b 
m= 2 =1 
esc n 


Para el ángulo de 180° las coordenadas de cualquier punto P sobre el eje — X son (- a, 0), la distancia al origen es a. 
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Funciones trigonométricas para ángulos notables 


Para el ángulo de 270° las coordenadas de cualquier punto P sobre el eje — Y son P(O, -b), la distancia al origen es b. 


$F -b) sec 270° = 2 No existe 


Valor de las funciones trigonométricas de los ángulos de 30°, 45° y 60° 


Para las funciones trigonométricas de los ángulos de 60° y 30° se construye un triángulo equilátero de lado igual a 2: 
e 


4 


Аб п 
B ТА D 
Setraza CA 1 BD. CA es bisectriz del 4 C y mediatriz del lado BD. 
Enel triángulo BAC, Z В = 60°, Z ACB=30" y BA 
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Para obtener el lado b = СА se usa el teorema de Pitágoras: 


2-a? 
=3 


S| S| el 


Para calcular las funciones trigonométricas del ángulo de 45° se construye un cuadrado de longitud por lado igual a 
la unidad y se traza su diagonal. 
D c 


74 


A Ela 
Para obtener el valor de la hipotenusa, se aplica el teorema de Pitágoras; 
= b+ donde: @ = (17 + (1 
@=1+1 


=2 
De acuerdo con el resultado anterior, a = /2 


1 
2 i 


sen 45° = 


CAPÍTULO 12 


Funciones trigonométricas pora ángulos notables. 


Aplicación de los valores trigonométricos de los ángulos notables 


EJEMPLOS: ш 
E 1, es Calcula el valor numérico de 2 sen 30° cos 60°. 
E | Solución 

ig Se sustituyen los valores de las funciones trigonométricas y se efectúa la operación: 


1 1 1 
2 sen 30° -cose =2- (2 (1)- 


2 ө. Determina el valor numérico de la expresión: ran? 60° + crg? 45°, 
Solución 
Se sustituyen los valores de las funciones trigonométricas y se determina que; 
tan? 60° + сїў? 45° = (tan 60°)? + (стр 45°)? = (43 «(02234174 
Por tanto, гап? 60° + ctg? 45° = 4 


п 


З ө»- Calcula el valor numérico de sen la +3 sen 
Solución 


Por tanto, sen 7л +3зеп л 
6 6 
Д ө». Mediante ángulos notables demuestra la siguiente igualdad: 
sen 30° — (cos 30° - сїў 60°)? = cos? 60° 
Solución 
Primero se encuentran los valores de las funciones trigonométricas: 


sen 30° = An” 1; EE 


а? 4 
Después se sustituyen los valores de las funciones y se demuestra que se cumple con la igualdad: 
зеп 30° — (cos 30° - ctg 60%) = соз? 60° 


Con lo cual queda demostrada la igualdad propuesta. 
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5 e» Demuestra la siguiente igualdad, mediante el valor de los ángulos notables; 


sen? 3+ 3sec2n = E 
Solución 


Primero se encuentran los valores de las funciones trigonométricas: 
3 т 
sen л =-1; see 2F =1; сс =2 
Entonces: 


Por tanto, la igualdad es verdadera. 


EJERCICIO 40 


Completa la siguiente tabla: 


Grados Radianos 
o 0 
з 
45° z 
LE S 
= | 
ed 
135° zt 
=” | 
180° x 
ae | Ж 
= | 
ж Б 
ze Е 
эю ШҮ: 
as | Ж 
so | зр 

2л 
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Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones: 
1. 2sen 30° cos 30° 


2. 2sen 30° sen 60° 
л л 


3. Зап— sen = 
tan E зеп 


4, sec? 45° —2 tar? 45° 
5. sen? 30° соз?30° 


6. [ser 45%cas?45F 
7. 3 tan 60° ctg 30° sen 45° csc 45° 
8, 2sen 60° sec 30° cos 45° tan 45° 


15. 


tan? 2 n+ 40 


funciones trigonométricas para ángulos notables 


T AT 
Zs coh 
(ses cos ) 


mom 
2sen^ созт 6 


4774 


. 2 зеп 30° cos 30° (1 —2 sen? 30% 


5 5 
3085 
un 


3 6 


cos 120° + sec 180° 
exc 270° + sen 330° 


tan 315° — cos 300°, 
(тап 225")(sen 180°)(соз 240°) 


sen 90° + (cos 210° + зеп 300°)? + sec 240° 


Utiliza ángulos notables para demostrar las siguientes igualdades: 


sen 240° +sen 120° - cos 60° 


16. en 120° -sen(60") 


=1an210° 


2 x 


17. an T sen? n =1+5en= 
3773 6 


18, 
19. 


sen 180° = 2sen 60° + sen 240°(sec 45°)” 
cos 225° +3 sen 225° = —2зес 45° 


зеп30° 


ж. зеп 150°- sen 300° 


сзс60°=- 
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REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LAS FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS 


e les considera como fundamenta- 
les por diversas razones: poseen 


Onda senoidal 
propiedades matemáticas muy 

interesantes (un ejemplo, con combina- 

ciones de señales senoidales de diferente 

omplitud y frecuencia se puede reconstruir 

Onda senoidal amortiguada | cualquier forma de onda), la señal que 


se obtiene de las tomas de corriente de 
cualquier casa tiene esta forma, los señales de test producidas por los 
circuitos osciladores de un generador de señal también son senoida- 
les, la mayoría de los fuentes de potencia en AC [corriente alterna) 
producen señales senoidales, 


La señal senoidal amortiguada es un caso especial de este tipo de ondas 
y se produce en fenómenos de oscilación, pero que no se mantienen en 
el tiempo. 
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Gráficas de las funciones trigonométricas 


Al establecer una regla de correspondencia entre dos conjuntos, por medio de las funciones trigonométricas, se esta- 
Чесеп relaciones сото: 


у= sen x, fi) = cos (x) y = tan (=+3=) 
Para construir la gráfica de una función o razón trigonométrica se dan valores al ángulo (Argumento), éstos van sobre 


el eje x, los valores obtenidos se grafican sobre el eje y. 
Los valores asignados para el argumento se expresan en grados sexagecimales o radianes. 


Gráfica de y = sen x 


Características 
1, La funcióntiene periodo igual a 27 rad. 
2, La funciónes creciente en el primero y cuarto cuadrantes. 
3, La función decrece en el segundo y tercer cuadrantes, 


4, La función es positiva en el primero y segundo cuadrantes 
y negativa en el tercero y cuarto cuadrantes. 


5. La función interseca al eje horizontal en múltiplos enteros de л. 


6, =<х<=, 


7. Asy st 
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Gráfica de y= cos x 


Representación gráfica de las funciones trigonométricas 


Gráfica de у= юп x 
‘Tabulacién 


Características 

1, La función tiene periodo igual a 2x rad. 

2. La función decrece en el primero y segundo cuadrantes, 

3. La función crece enel tercero y cuarto cuadrantes, 

4. La función es positiva en el primero y cuarto cuadrantes, y 
negativa en el segundo y tercer cuadrantes. 

5. La función interseca al eje horizontal en múltiplos impares 
det. 

62.4. 


7.-15у51, 


Características 
1. La función interseca al eje X en múltiplos de л. 
2. La función es positiva enel primero y tercer cuadrantes. 
3. La función es negativa enel segundo y cuarto cuadrantes. 
4, La función tiene periodo igual a л rad. 
5. xes un número real tal que x + (n+, con 
пе Z (asíntotas verticales). 


6, <y <o 
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Gráfica de y = ctg x 


Características 
1. La función interseca al eje X en múltiplos impares de E. 
2, La función es positiva enel primero y tercer cuadrante, 
3. La función es negativa en el segundo y cuarto cuadrante, 
4, La función tiene periodo igual a я rad. 
5. xes un número real tal que x#nzconn € Z (asíntotas 
verticales), 
6. -<y <o. 


1. La función no interseca al eje X. 
2, La función es positiva en el primero y cuarto cuadrantes. 
3. La función es negativa en el segundo y tercer cuadrantes. 
4, La función tiene periodo igual а 2% rad. 

5. x es un número real tal que x# (n+), conn € Z 
(asíntotas verticales). 

у>1оу<-1, 


т 
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Representoción gráfica de las funciones trigonométricas. 


Gráfica de у= csc x 


Características de la función cosecante 

1. La función no interseca al eje X. 

2. La función es positiva en el primero y segundo cuadrantes. 
3, La función es negativa еп е1 tercero y cuarto cuadrantes, 
4, La función tiene periodo igual a 2л rad. 


5. El valor de x ев un número real tal que x # лл conn e Z 
(asíntotas verticales). 


6. у>1оу<-1. 


Resumen 


La siguiente tabla muestra el periodo, la amplitud, las asíntotas verticales, el dominio y el rango de cada una de las 
funciones trigonométricas. 


y=senx| 2 1 No tiene {xe R} {ye В/-1<у<1} 
y=cosx| 27 1 No tiene [xe R} {ye Ё/-1<у<1} 
л Lj 
"eec Zlen+iynez b КО Im 
y-ctgx| r ng neZ [xe R/x# пт} {ye R} 
yesex| Ж Zen +1) ne Z 25 Zen) {ye R/ys-10 y21) 
cscx| ж пк,пє2 (ye R/ ys-1o yz) 
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Amplitud, periodo y desplazamiento de fase 
Si y = а sen bx, o bien y = а cos bx, para a, b € R, distintos de cero, entonces la gráfica tiene amplitud |a|, y 


2л 
iodo — 
M 
EJEMPLOS 
2 1, 69: Calcula la amplitud, el periodo y traza la gráfica de y = 4 sen 2x. 
& К Solución 


De у= 4 sen 2хзе obtiene a= 4 y b = 2, los cuales al sustituir en las fórmulas se determinan la amplitud y el periodo: 


Amplitud: [а1=141=4 Periodo: NC 


Luego, la gráfica tiene amplitud 4 y periodo л. 


Periodo 
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Representación gráfica de las funciones trigonométricas 
2 @e-Calcula la amplitud, el periodo y traza la gráfica de y = 2 sen i 
Solución 


los cuales al susitirlos en las fórmulas se determinan la amplitud y el 


Dey =2 sen Ise obtiene a =2 y b 
periodo: 


Amplitud: [а1=12 


Entonces, la gráfica tiene amplitud 2 y periodo 4л, 


Entonces, la gráfica tiene amplitud i y periodo Ger, 


Desplazamiento de fase (desfosomiento] 


© Caso 1. Siy =a sen (bx + c) obieny=acos (bx + c) con a#0 yb +0 


El desplazamiento de fase se calcula resolviendo las siguientes ecuaciones: 


Ьх+с=0 y  bx+c=2x 


185 


13 Caríruio 


¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA, 


Ejemplo 
Calcula la amplitud, periodo y desplazamiento de fase y traza la gráfica de: 


y =3 sen r+ 5) 


Solución 
y =3 sen Ох + 7.) tiene la forma de y = a sen (bx + c) donde a 3 b22y por consiguiente: 
Amplitud = |а|=|3|=3 Periodo = у Ze 


Para determinar cl desplazamiento de fase y el intervalo, se resuelven las siguientes ecuaciones: 


2x+ 3 =0 y 20+ 1 =2л 
2 2 


Donde x= -3 yx= Зл respectivamente. 


© Caso 2. Si y = a tan (bx + c) cona * 0 y b #0, entonces: 


LE 
bl 


Se pueden determinar las asíntotas verticales sucesivas en la gráfica resolviendo las ecuaciones: 


а) El periodo es 


bx*c- 


т r 
$ oy bre, 


b) El desplazamiento de fase es = 
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Representoción gráfica de las funciones trigonométricas 


Ejemplo 


b) Para determinar las asíntotas verticales sucesivas se resuelven las ecuaciones: 


p 
4 


Nx 
X 472 


3 
Donde x= -$æ yx= & respectivamente, esto significa que cada л rad se traza una asíntota. 


251] tiene la forma de y = 3 tan x, debi- 


c) Enla función a= ln gráfica de la ecuación enel intervalo [ 


4 
doa que c= z y b=1, el desplazamiento de fase se define como — 


ea 
b 
obtiene desplazando у= i tan x hacia la izquierda una distancia de ī 


por consiguiente, la gráfica se 


Gráfica 


Finalmente se traza la gráfica de la función у = tan (к + ) con los datos ya obtenidos, 


Gráficos de y = sen"! x, у= соў! x, y= tar! x 


Seno inverso (у = sen х) 
Se representa como sen”! y se define como sigue: 


у=зет\х si y sólo si x=seny 


donde -1 Sx < 1, ee <y < 
La expresión se puede escribir de las siguientes formas: 


y=semix=arcsenx о y=angsenx 


Las cuales se leen, respectivamente, arco seno de x o ángulo seno de x. 
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Tabulación 
0 -r 
1 
-1 =3* 
42 zr 
E E 
3 pim 
2. 6 
0 0 
y 1 
2 já 
2 3 
я at 
1 
1 2" 
о х 


Coseno inverso |y = соу! 
La expresión coseno inverso se define como; 
y= cor si y sólosi x= 008 y 
donde -1 & x<1, ee <y < ee, 
La expresión se puede escribir de la siguiente forma: 
y= сок! x= arc cos x= ang cos x 
Las cuales se leen, respectivamente, arco coseno de x o ángulo coseno de x. 


Tabulación 


a 


wn эш 
eu 


uo nia 
^ EN 


ы 
* 


o 
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Representación gráfica de las funciones trigonométricas 


Tangenie inversa (у = tan”! x) 
La expresión tangente inversa se define como; 


y star! si y sólo si хелу 


donde ee < x < е, “у” es un real tal que y + Qn + 1) 1 conne Z 
La tangente inversa se puede escribir de la siguiente forma: 


ys tan!x arc tan x = ang tan x 
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EJERCICIO 41 
Obtén la amplitud, el periodo y el desplazamiento de fase de las siguientes funciones: 
1. y=2c0s (2-5) 4 у= seis) 
3 
2. y= 2 sen dx 5 y= 4cos[1-3x) 
1. (2,3 х 
КЕЕ ЕУ "e x sonal 


Calcula el periodo, las asintotas verticales y el desplazamiento de fase de las siguientes funciones: 


1 я 
10. у =31ап2х) 12, у= gan|3x-7 


n. sete) 13, y= (3 -я) 15, y=1an(x—2) 


Traza la gráfica de: 


17. y=sen2x 24, y= ang esc x 


4 
18. у= ЕЕЕ 25, y=2+sen3x 


19. y= sen G) 26, у= cosQ) -3 
20, yc tan 2x 27. y=1+2sen dx 
21. y= tan В 28. у=зепЗх-л) 


22. у=асавх 


(O) акаш resultados an la sección de soluciones correspondiente » 
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IDENTIDADES Y ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


y, 
y 
Definiciones de 
ángulos del libro 
Los elementos de Euclides. 


sí se denomina a los identidades 

que resultan del teorema de Pitágo- 

ras y se obtienen del círculo unitario 
mediante un triángulo rectángulo de hipo- 
fenusa 1 y catetos con longitudes sen a y 
соза. 
Por definición del teorema de Pitágoras: 

(1)? = (sen а}? + [cos a}? 
1 = sen? a+ cos? a 

A la cual se le denomina identidad fundo- 
mental, 
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GEOMETRÍA Y TRGONOMETRÍA. 


Identidades trigonométricas 
Son igualdades еп las que intervienen funciones trigonométricas y es válida para cualquier valor angular. 


Obtención de las identidades trigonométricas básicas 


Para determinar las identidades зе hace uso de las definiciones de las funciones trigonométricas. 
Enel triángulo las funciones del ángulo a se definen: 


[> 
mast сса=© 
b 
agan? sean > 
а n 
Al multiplicar una función directa por cada una de s 
Gen асса) = (г R 
с 
(cosa вес а)= 8 і 
а 
(ап а Xetg а) = 6 
Por tanto, se deducen las identidades recíprocas. 
Identidades recíprocas 
(sen aXcsc a) = 1 (cos asec а) = 1 (tan a) (cig a) = 1 


Al realizar los respectivos despejes en las identidades anteriores, se obtienen las siguientes relaciones: 
1 


зеп а = 1 tana = esca = 
аса ава эта 


1 1 1 
cos a = —— св а = —— seca = — 
seca Ima cosa 


Identidades de cociente 
Si se realiza el cociente de la función seno (sen a) por la función coseno (cos a), se obtiene la función tan ас 


sena 
соза 


отв 
Й 
| 
П 


De manera análoga se obtiene la función cotangente (ctg а), 


Por tanto; 
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Identidades y ecuaciones trigonométricas 


Identidades pitagóricas 
En el triángulo se aplica el teorema de Pitágoras: 
depu Se divide entre a ambos miembros, 
gos 


Se aplica la ley de los exponentes. 


Los cocientes son equivalentes a las funciones sen a y соза 
(sen a Y + (cos a) =1, рог consiguiente sera +cos a = 1 
En forma semejante se obtienen las demás identidades pitagóricas, entonces: 
ж а+со?а=1 ; matiza у l+agazada 
De las identidades anteriores se realizan despejes, con el fin de obtener otras identidades: 


sema +cosa=1 аа +1 = sea 1+cig а 2csc'a 


sen а = + \ї-соўа) tana = + (еса 1) ag a = + (eco - 1) 


cosa = + \ї-зета) sec a = + (ата +1) csc a = + ara + 1) 


Demostración de identidades trigonométricas 


Para realizar la demostración de una identidad trigonométrica se aplican procesos algebraicos como la factorización, las 
operaciones entre fracciones así como su simplificación, además de las identidades trigonométricas básicas. 

La aplicación de estos procesos depende de la identidad en sf; esto significa que no existe un orden o procedimiento 
específico, debido a esta situación sugerimos iniciar con el lado más complejo o elaborado de la igualdad, con el fin 
de llegar a demostrar el lado más sencillo, como a continuación se ejemplifica. 


EJEMPLOS: . 
a osx 
V + Demuestra la siguiente identidad: sen x= e 
Ẹ | Demostración 
Se trabaja del segundo hacia el primer miembro, se sustituye ctg x = = y realiza el cociente correspondiente: 
cosx senx- cosx 
sen x = SE > senx= > senx= 
agx cosx 
senx =senx 
Por tanto queda demostrada la identidad, 
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Demostración 
Para esta identidad se trabaja con el primer mie 
sen В + cos Baig В = csc B 


senp + сог В. Ê сев 


sen f 


esc B =ссВ 
Finalmente, queda demostrada la identidad. 


З e» Demuestra la siguiente identidad: 


Demostración 


esca 


Se realiza la suma del denominador, 


Y posteriormente la división, 


Se sustituye sen" a + cosa = 1 


Y finalmente se simplifica la fracción: 


2 «=. Demuestra la siguiente identidad: sen В + cos B ctg В = csc В 


mbro para obtener el segundo. 


cos B 


utiliza la identidad del cociente ctg В = 
= iden cociente cig B = ME 


se efectúa el producto, 
se realiza la suma fraccionaria, 


se sustituye la identidad pitagórica sen? B + cos B = 1 


sc aplica ara =cse B 


cca 
n 08 
tan acctg a 


Se utiliza el primer miembro de la igualdad y se realizan los siguientes cambios; 


osa 
ser a+ cof a 


sena: cos a: 


sen a: cosa 
sen a (sena +cos a) 
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Identidades y ecuaciones trigonométricas 


4 @e-Demuestra la siguiente identidad: 


Demostración 


Se utiliza el segundo miembro como base para la demostración: 


cosx _lesenx l-senx 
sen x 


Se multiplica por el conjugado del numerador, 


cosx ___1-зетх 
Tsenx (соз x)(I=senx) 


se reemplaza 1 — sen" x = cos x. 


cos x — ; 
= ——. lifica la fracción. 
senx — (cos x)(I=senx) A 


cosx _ созх 
l-snx l-senx 


зе demuestra la identidad. 
5 6» Demuestra la siguiente identidad: 


2cos? x- sen? x 


Demostración 
En este caso se utiliza el primer miembro para obtener el segundo, 
Zof x- 1o 12serê x Se utiliza la identidad 1 = sen? x + cos! x. 
2cos? x (sen? x + cos! х) = 1 - 2er? x 


2cos? x — ser! x cos! x= 1 - 2sen! x se simplifican términos semejantes. 
cos! x — sen! x= 1 —2sen? x. se emplea cos! x 
1 — sen? х — serî х= l-2ser x 
1-2se x= 1- 2er? x 


sen x, 


Por lo que la identidad queda demostrada, 
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6 e 


Demuestra la siguiente identidad: 


cala gee. 


1-tana 


1+2sen a: cosa 1+tana 


Solución 


‘Se utiliza cl lado izquierdo para demostrar la identidad: 


cosa -sen a 


T+ 2sen a- cos a 


cosa —sen a 


sem a+ Isena: cosa cos a 


(cos a—sen a) (cos a +зеп а) 


2 
(sen a+ cos a) 


cos a —sen a 
sen a+ cosa 


cosa—sena 


ims Se emplea la identidad serê + cof a = 1 
limna e factoriza denominador y numerador 
Tera a 

se simplifica la fracción 


se divide entre cos a numerador y 
denominador, 


1-та _ 1-tana 
= 


Sen a+ cos a 
cos a 


lemma — 1+tana 


EJERCICIO 42 


Der 


2. 


م 


4, (sec x + sen? x + соз? x)(sec x — 1) = fa x 


muestra las siguientes identidades: 


sen x (1 + cotx)=senx+cosx 


. (1 + tar? x) cos x = sec x 


2 2 
sa) < 1 J i 
tmx) \esex 


5. csc Ө (1— cos? 0) - зеп 


10, 


aga 
® са 


cosa 

1-зеп2ф 4 
= cos 

ar) £ 


„ etg y - cos! y= ci yco y 


aig y etn y 


Meyer y 


sen w 
1-cos o 


Lecos _ 
sen w 


sec B-senB-ctgB=1 


196 


CAPITULO 14 


12 


13. 


14, 


15, 


16. 


17. 


18, 


19, 


20. 


21, 
2 
2, 


24. 


25. 


26, 


27. 


28, 


29. 
30. 


31 


32 


2cos"x -1 
senx cosx 
1 1 
* 
l-cosy lecosy 


айх-їтх= 


dec y= 


— — -csca - aga 
csc а+с a id 


sen? x — sen x - ctg x + Тоо x — 4соз x = (4cos x – 1Xcos x —3) 


2 


cos x 


+ sen’ x= secx 
T+secx 


cos’ x + sem! x + serê x cos? x = 1 


сов, [cor _ 
TA Үөр SP 
cos x (2sec x + tan x sec x — Han x) = eos x = 3an x 
2 
14 EZ ose x 


lesenx 


Asen® x+ cos x) - 3(sen* x + cos x) +1 =0 
sen x (1 + cig x)= cos x (1 + tanx) + зеп? x (1 + сїр х) 


(ese x — sen xP + (sec x – cos xy = tan? x+ ctg^x -1 
2-cx"x 
tanx—1 


nx +g x 
102+ 8 3 x 


сзсх—зепх 


-es?x+ l = agx 


cosx 
senx 


сү esee x (seê x= T) senx 


y MEX seex tan? x 

(1=sen x)(1+ sen x) 

H 
cosx 


sec? x+ csc? x = (csc x sec x)? 
sec? x = senx csc x + sen x (зеп x sec? x) 
1 1 2 


cscx+cigx — cipr-cscx — senx 


sen x + tan x + cos x = 


1-сфх= (esx — 2agx) 


Identidades y ecuaciones trigonométricas 


© Este ejercicio no tiene soluciones al final del libro por ser demostraciones и ws 
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Obtención de las identidades trigonométricas 
de la suma y la diferencia de ángulos 
Considerando que ОВ L BC, ОС 1 DC, se realiza una proyección de OD con el eje X убА LAD, DE 1 CE, 
donde AE = BC , así como AB=CE 
Para obtener sen (а + В) 


AD а E 
sentra 20 pero 75 = ; 
(a+ B) 25 pero AD = АЕ+ ED 
entonces, р 
АЕ+ ЕР 


sentar p) = AE 


sen (a+ Bye ر ل‎ 


Para obtener las funciones trigonométricas de los ángulos a y В 


CD 
Б 

ос 

OD' 


ED 
cosas се = oO) cos B= 


Si se realiza el producto de (1) y (4); (2) y (3) se tiene: 


SIRI 
Г 
EL] 


LAE. 
(nacos B) E 


8181 
8181 


„©. 
(sen Beas а) = EE 


Al sumar (5) y (6): - 
AE ED, 
(sem aX cos B) + (sen BX cos a) = S + =; 
Se obtiene sen (a + B), entonces: 
sen (a + В) = (sen a)(cos В) + (sen В)(соз a) 


Para obtener cos (а + В) 


costar B= 05: pero 


entonces, 
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Identidades y ecuaciones trigonométricas 


Si se realiza el producto de (2) y (4); (1) y (3) se tiene: 


= OB OC _ OB 
(cos aXcos В) = xa "UD 40 


(sen aXsen B) = ove (8) 


OD Ор OD 
Al restar (8) de (7): 
OB AB 
(cos aXcos B) - sen aXsen В) = О - EE 
Se obtiene cos (а + B) 


cos (a+ В) = (cos асов B) = (sen asen B) 
Para obtener tan (æ + В), se emplean identidades básicas: 


sen (a+) _ (sen a) (cos B) + (sen B)(cos a) 
tan (a+ B)= r1 tan (+B) = (соз a)(cos B)-(sen a) (sen B) 


Si se divide entre (cos aXcos B) # 0, entonces, 


(sen a)(cos B)+(sen B)(cos а) — (sena)(cos P) , (sen B (cos а) 


ety а (cos о)(соз В) _ (cosa)(cos В) (cosa)(cos B) . 
= 7 (соз а)(соз В) (зеп a)(sen Bj ~ (cosa)(cos B) (sen a) (sen B) ` 
(cos a)(cos B) (cos а)(со В) (соз а)(соз B) 
{one} (sen B) 
tan (e) = 6084) (cos) ога) (сюй) _ marino 


A (еп В) ^ Ea В 


(cosa (cor) 


Finalmente se deduce que: 
tan (a p= laa tan 


1-tan a: tan f 
Para obtener las identidades trigonométricas de la diferencia se emplean las identidades de los ángulos negativos en 
función de ángulos positivos, es decir: 
sen(-x)s-sen(x) cos (=x) = cos (x) tan (Єх) =- tan (x) 
Por tanto: 
sen (a+ В) = (sen aXcos В) + (sen BXcos а) 

Se cambia В por — В y se obtiene: 

sen (a- B) 


sen (a = 


ven a Xcos-B) + (sen (-B)Xcos a) 
= (sen a)(cos B) - (sen В)(соз a) 


De una manera semejante se realiza la diferencia para las demás funciones trigonométricas y se obtiene: 
cos (a — В) = (cos a)(cos В) + (sen a)(sen B) 


atus 2А 


letma- tan B 
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Resumen de fórmulas 
Identidades trigonométricas de la suma de ángulos: 


sen (а + В) = (sen a)(cos В) + (sen Bl(cos a) 
соз (а + B) = (cos a)(cos В) = (sen asen В) 


tan (a + В) = 


Identidades eue UNE. 
sen (a - B) = (sen a)(cos B) = (sen (eos a) 
сов (a= В) = (cos a)(cos B) + (sen asen B) 


2g. ma- imp 
nt rT 


Valor de una función trigonométrica para la suma y la diferencia de ángulos 


Los valores de las funciones trigonométricas de ángulos notables se emplean para obtener el valor de una función 
cuyo ángulo se pueda descomponer en una suma o diferencia. 


EJEMPLOS: ы 
BAN e Obtén el valor de sen 3) 

Б Solución 

ie 


‘Al aplicar la identidad para el seno de la suma de ángulos, se determina que: 


(Ше f oe immi. GE) 69 


2 e»: Calcula el valor exacto de tan (90°- 60°). 
Solución 
Se aplica la identidad de la tangente de la diferencia de ángulos y se obtiene: 
tan (90°- 60°) = an 90*— ran 60° 
T+1an 90*1an 60° 
tana -tanp 


La гап 90° no está definida, iguiente, se multiplica la identidad гала – fl) 
ran 90° no está definida, por consiguiente, se multiplica атт] 


aga 
12282 
expresada como 1= 7 


por la unidad 


"S E tana - tan B Ie лапасіва tan Berg ac 


Teran atan 
Por identidades ran а сїр @= 1, entonces: 


agarran an paga 


Sustituyendo at = 90°, fj 60° y posteriormente los valores de сте 90° = 0 y tan60° = V3, se obtiene como resultado: 


ranoo- 60°) = 12a 60° c1890* _1-(/3N0)_1-0_ 1 1 3.5 


gran 0+3 B уз BB 
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3 @e-Expresa en función de x la identidad «{ф=-х) 
Solución 
Se aplica la identidad del coseno de la diferencia de ángulos: 
соқа В) = соза cos B+ sen a sen B. 

Se obtiene: 

3 3 3 

cos 5 m==x |= сов л cosx+sen >F sen x = (0) cos x + (7 Dsenx 
=0-senx 


Resulta que, EB m=x|=-senx 


EJERCICIO 43 
Aplica las identidades de suma o diferencias de ángulos y determina el valor de las siguientes funciones trigonométricas: 
zm я z 
1 (tst) srt) (а) 
3. 7 
372 в. 10. с|2л-7-: 
2 colas) a1) 


= 


3. sen(45° + 60°) 


4. тап(45° + 90°) 


Expresa en función del ángulo indicado las siguientes expresiones: 


11, sen 0.2) 15. 2-a) 19. tan(3n-a) 
3 x 3 
1 HS 16. ag| 20. sen 2-6 
2 com 2 (2+) “(= ) 
8 
13, sen(2x +В) 17, ={х-%) 
z 
14, an] Zaa) 18. зесл+2в) 


© Verifica tus resultados өп la sección de soluciones correspondiente s eu 


Aplicación de las funciones trigonométricas 
de la suma y la diferencia de ángulos 


Para determinar el valor de una función trigonométrica de determinados ángulos, éstos se descomponen como la suma 
ola diferencia de dos ángulos notables. 
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GtOVETHA Y TRIGONOMETRA 
EJEMPLOS: ы 
2 1 Determina el cos 75° y expresa 75° como una suma de ángulos notables, 
Е ^. Solución 
y El ángulo de 75°, como la suma de ángulos notables, es 75° = 30° + 45° 
Entonces, 


cos 75° = cos (30° +45") 


‘Se emplea la identidad cos ( + В) = соз а cos B — sen a sen B. 
соз (75°) = соз (30°+ 45°) = (cos 30°)(cos 45°) — (sen 30"Xsen 45°) 


Al sustituir el valor de cada función trigonométrica, se determina que: 


cos 75° = EEE Y6_Y2 _ 46-42 
2 (2 2)2 


Es 4 
46-2 
4 


Por tanto, cos 75° = 


2 6». Determina ran 15° y expresa 15° como una diferencia de ángulos notables. 
Solución 


El ángulo de 15° se expresa como 60° — 45°, entonces: 
zan (15°) = tan (60°- 45°) 


Sc emplea la identidad ran (a— В) = 2 5799 É . . i quc se sustituyen los valores de los ángulos а= 60* y 
ke Teran a-1an B 
N tan 60% 


tan (15°) = tan (60°- 45°) = 45 


L+ran 60° -tan 45° 


Se sustituyen los valores de las funciones trigonométricas de los ángulos notables: 


Уз-1 УЗ-1 
15°) = tan (60°- 45°) = —2— = 
CO а 
Al racionalizar el denominador, se obtiene: 
tan 15° 22- V3 


З @e-Calcula las funciones trigonométricas básicas de (а + B) si sabes que sen а= inn a <a my tan B= 5 раа 
RSBS EA 
2 
Solución 
Se obtienen las funciones de los ángulos a y В, соп е1 teorema de Pitágoras y se respetan los signos de las funciones 
en los cuadrantes indicados, 
Para sen a, el segundo cuadrante Para tan B, el tercer cuadrante 


Y 


Funciones del ángulo a: sen a= cosa=~% yan a =—3 


Funciones del ángulo В: sen B== E „йге 2 y ran B= E 
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Por consiguiente, estos valores se sustituyen en las identidades de sumas de ángulos. 


sen (a+ B) = (зеп a)(cos B) + (sen BXcos a) = ( 


cos (а + B) = (cos aXcos B) - (sen aXsen В) = E 
48 
E 


Por tanto, los resultados son: 
sen (a+ В) 
Demuestra la siguiente identidad: 
ЕД ale 1 
атап A -arcetg vi = are sen 
Solución tel Ez 
a 


Sean = are tan 2. y a= arc ctg Vt „entonces 0 a= arc sen İl que es la identidad a demostrar donde 
1-1 Vai 


EXE hi y tan (a + B)= E 


1anó= N ус а= 
Se construyen los triángulos respectivamente, 

Para el ángulo © Por el teorema de Pitágoras 
к= (NE + (0-1)? 
wt h=1+1 hz V4t+ 0 -2t+1 
he Vt +2t+1 


D hz tel) =1+1 


Para el ángulo a Por el teorema de Pitágoras 


OS 
1 he М1 


vt 
Sc realiza la demostración aplicando seno a (6 a) 
sen (8— а) = sen Ө соза — зеп а cos 0 


эй М 1 1-1 2e (1+1) 1 
sen (0-a = P. А Ae = = 
E 1+ pa +1 opel (r+1)Nt+1 (r+) ni ms 
(0-а) =. 0-a= 
sen(0-a) Tai 3 a= arc sen ж 
Así queda demostrada la identidad. 
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GEOMETA Y TRGONOMETHA 
EJERCICIO 44 
Determina los valores de las siguientes funciones trigonométricas y expresa los ángulos como suma o diferencia: 
1, tan 105° 3 све 15° 5, 1an255" 7, tan 345° 9, csc 255° 
2. cor 75° 4. sec 105° 6. соз 285° В, sec 165° 10, sen 165° 


1, Si cosa--4 con Зая y tan B= conos ps E, halla sen(a + B), cos(a + B) y tanía + B). 


3 3 
12, Sitana=1con л&@< 7F ysec В = 2con 37S BS 27 , halla sen(a — В), costa = В) y tanta = В). 


13, e a= -2 con xsas3n ycte B= VÈ cono B<, айа las seis funciones trigonométricas de (a + В) 


y(a- В). 
Demuestra las siguientes identidades: 


14, [евә + sen B СЕ m1- 2cos'x 


Геваре 


А [e (E) - e | z [costa ex) + cE + 2! эзне 


a 


Hum 


5 


17. 
vec B exc B 


18. un(a - а) СЕ + EJ sen(z- d) = 1 = cos a 


19. [sena – senp? – 2соз(а + В) + [cosa + cos Bl = 2 


ж, dr-a) , sre o) essi 


Ed E 0)” cos(m + o) 


cos(a + y) 


21. єзс(л-у) + Mix ky 


= seny 


oe § i з) _ tala х) 


= E + 1 
VE see x (ссх + 1) 


эз, [ents + 2) + e(t -3)] + feni 24 
5 = x 


sen (а +B +y) + sen (a-B- 
cos (a+B+y) + соз(а-В- ) 


= lana 
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25. 


26, 


2L 


28. 


29. 


30. 


31 


32. 


33, 


© Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente a 


Identidades y ecuaciones trigonométricas. 
sen(9+0) - sen(@-@) = (sen8 + seno) (sen @ — seno) 
r r 2 
(+) i "(t -2) ET 


3 1 
4 -> 4 -= 
E AE 


PR аза" 2. 

2 Ei 
„ж a Bat "n 
cos cos = sent 
13 L3 E 


- авч = 0,150 


1 Pel 1 
arc sen———~ are cosy m-arctan-.t > 0 
dünn Pel 1 


sen" i+ sen! ls sen" (1 ), 150 
VF +1 2+1 


-1 
. sen" npo 
"Yu 


-1 
arctans — are sen = arctan Ty => Oyt > 0 


Funciones trigonométricas del ángulo doble 


Estas funciones se obtienen a partir de las identidades de la suma de ángulos, como se muestra a continuación: 


Seno del ángulo doble sen (2а) 


Para obtener el sen (2a se emplea la identidad sen (a + В) donde В = а 
Entonces; 
sen (a + В) = (sen а)(соз В) + (sen BXcos а) 


sen 2a) = (sen a)(cos a) + (sen асоз a) 
sen (2a) = 2 (sen a)(cos a) 


Coseno del ángulo doble cos (2a) 
Para obtener cos (22) se emplea la identidad cos (a + B) donde B= а 
Entonces; 
cos (а + В) = (соз aXcos B) = (sen aXsen B) 

cos (2а) = (cos aXcos a) — (sen aX sen a) 
cos (20) = cos? æ — sen? а (con el empleo de identidades trigonométricas básicas) 
соз (2а) = 1- 2sem^ a 
cos (2a) 22cos a- 1 
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Tongente del ángulo doble tan (2a) 
Para obtener tan (2а) ѕе emplea la identidad tan (a + 8) donde В = a 


шаңы tan aan B 
назив 
san (2a) = та 
1- fan а лапа 
tan (2a) = ше 
= tan а 
EJEMPLOS * 
ET Ty, es Obtén las funciones trigonométricas de (2), si se sabe que tan w= 3, para x Sws + 
Esi Solución з 
© En este caso е1 ángulo в se encuentra enel tercer cuadrante, entonces: fan ш = — 


-1 
r Por el teorema de Pitágoras 


1) + )-3(* 


1 
ا‎ зло }( ло )_ (900) _ 3 
0 5 
= 
5 
„тә ,2(),6, 3 
indie ARS iy 8 4 
2 9» Demuestra la siguiente identidad: Ы 
senî x + cof х= 1-3 sen? 2x 
Demostración И 4 
Ger? x cos! Dent x senî cos x + cos a) = 1— ser? 2x 
(Gerh x sen? cos! x + costa) = 1-3 sen? 2e 
serf x sen? xeos? x + costs Su xeos x —3sen? со x= 1-3 sen? 2 
Ger x 2e xeos? x + costs) = Benî sco x = 1-2 se 2x 
Ger? x+ cos i er коо х=1- 3 serè 2x 
1-3ser? cos? x = sen? 2x (pero sen 2х = 2 sen x cos x) 
1- $n? 2r 
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CAPITULO 14 


Identidades y ecuaciones trigonométricas 


3 e* Demuestra la siguiente identidad: 
1+сов2х _ 
agx 


sen2x 
Demostración 
Sc inicia con la sustitución de las siguientes identidades: 


1= sen x+cos x, cos2x=cos? x- sei x y cigx= 


HE 
ЫН 


Se realizan las operaciones correspondientes y se simplifica; 


1+соз2х _ (sen? x+cos x)*(cos x-sem х) _ 2соз° x _ 2cos* xsenx . 
agx cig x osx cos x 
senx 
Pero 2 sen x cos x= sen 2x, por consiguiente se comprueba la igualdad: 


1+ соз 2x 
сх 


msen2x 


Funciones trigonométricas de la mitad de un ángulo 


Seno de la mitad de un ángulo: sen{ 5) 
о 


Para obtener el E + se emplea la identidad cos(2a) = 1 2 зеп? а, entonces se realiza el cambio a= > 


~ (8). 0) > cos w= (е) 
2 2 2 


Se despeja (5), ааа (а) Е Ed 


Coseno de la mitad de un ángulo: соң) 


Para otero 2) se emplea la identidad cos (2а) =2 cosa - 1 
Entonces se realiza el cambio а=5 


соз ЕЕ > Е 


T+ cos w 
2 


Se despeja e) resultando “(5) = 
Tangente de lo mitad де un ángulo: (5) 
Para obtener tan (s) зе emplean identidades trigonométricas básicas: 


. [oso 
l+cos@ 


14 Cariruio 


GEOMETRÍA Y TRGONOMETRÍA. 


Al racionalizar el denominador; 


(1-созо)-(1- созе) ^ |(1-cos@) ٠ (1- cos o) _ cosa 


m G)- Im (I-coso) “ | I-cos ® { ser o FT 


Por tanto: 
w). em _ Leos w 
tan (2) = Tecos seno 
EJEMPLOS: . E 
IS Obtén las funciones trigonométricas básicas de (2) si se sabe que: sen ө = Î. para 270° «o < 360°, 

= 2 = 8 p 
E | Solución 
d 


Se ubica el ángulo wen el cuarto cuadrante; 


Por el teorema de Pitágoras 
(8) = Qe (455 Y 


64 = +55 
64-55 = 
x= 
1=3 
Se obtienen las funciones trigonométricas del ángulo ш: 
_ NSS 3 vss 
sen o= -5> ЫН tan w= -F 


2 а 

i 
w) ھا ے‎ _ 
ВЕ sen a ( 


Сато 14 


Identidades y ecuaciones trigonométricas 


2 ++: Obtén cl valor dels funciones trigonométricas básicas del ángulo de 15°, haciendo 15° = 32 
Solución 
а) Para hallar el valor de sen 15° se utiliza la siguiente fórmula; 


a) EE 


sis УСУ 


b) Para hallar el valor de cos 15° se utiliza la siguiente fórmula; 


a(g) EE 


+3 
2 


cos 15° = 


с) Para hallar el valor de гап 15° se utiliza la siguiente fórmula; 


seno 
Entonces, 
2-43 
tan 15° = 1am (20°) = 100530 72 „2-8 
= 2 sen 30° T1 v 1 
2 2 
Por consiguiente, 
tan 15° 22-43 
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¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRÍA. 


З 0»: Demuestra la siguiente identidad: 


а 
соза - cos2a „ hidra 
sena + senda pU 
2 
Demostración 
‘Se aplican las identidades del doble del ángulo 
а ES 
cosa = costa — 5 cos a -(соў E 
a y a 
sena + sen?a es sen @+2sen a cosa ЕЯ 
x 
cosacos” arsena 5? 5 
жпа+?2зепасза — ogg 
2 
E 
cosacos” a+l-costa_ 7 
Е а 
Sen a+2sena cosa — uA 
2 
2 
l+cosa-xosa _ "9 
e 
зеп a+ 2sen acos а cont 


Se realiza una factorización tanto en el numerador como en el denominador, 


I+cosa-2cos a (1-соза)(1+2соза) 1-соза 
зеп а+25епа cosa sena(l+2cosa) sena 


Se aplican identidades básicas con el nuevo resultado, 


У-соза 
1-соза_ 1-соѕа _ 1-соза „Mosa үз _ү 2 


sena I-cof a \(1+cosa)(1-cosa) \й+соза Bare [кеша 
J 2 
Pero sen = кеч y c= d entonces se demuestra la igualdad 
a 
cosa - costa _ o 
wnat seta” oy 
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Identidades y ecuaciones trigonométricas 


EJERCICIO 45 
5 


$ Utiliza las identidades del ángulo mitad para obtener las funciones trigonométricas de os ángulos E, E Fu 1а. 


2. Obtén las funciones trigonométricas de (2a) y (E). ясе me sea amar sas. 


3. Si se sabe que tan В = юа 5853s, toa funciones окно» de y (^). 


4. Dada la función trigonométrica cos o = > donde 2 т< «27, encuentra las funciones trigonométricas de 


Qo)y (3) ‘ 


5. Obtén las funciones trigonométricas de (2а) y (E) sate qe: we a = i para sacs. 


6. Si sen A - aes y Š sas, determina sen a, cos a y tan а. 


15 B 


oa 


7. Sicos28= 7 y m З л encuentra las funciones trigonométricas de Ву 


0-/50+10/5 


8, Sisen 19 = determina las funciones trigonométricas de а si osast, 


20 


den A 6 х — Р в 
9. біс lp = 0 B «7. halla las funciones trigonométricas de Ву ^. 
lese ¿Bm [e y 05857 siones trig cas de By P 


10, БН =-3y Зл &®<2л,һайа las funciones trigonométricas de ay 20 y 4o. 


Demuestra las siguientes identidades: 


2 за 
п. کے‎ = we? 
rosa “2 


12. [cos 2x = sen 2x]? - 1 = sen(-4x) 
13. cos 8x + cos 4x =2cos 2x—Asen 3x - cos 2x 


14, sen 4x + sen бх = 2 (sen Sx - cos x) 


15, eg (% - o) = 1410020 
4 cos 20 


16. cos" — зет = ; cos 2B - (3 + cos 4B) 


_ 2 (sen a + cos a) 
1 + sen2a 


17. Bufa- & 
4 


18, cos 12° cos 24° cos 48° cos 96° = 


у, LE зе? en 
+ cor Be 2(senx + cosx) 


+ senx 
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5 


B 


2 


25, 


1. 


dac] cos B = ap - 


з $ ~ sen 2] [eos $ + sen 


{ lega 2 


1+ seng (e 2) (+2) 


yoy Y, Y = 9 
cos? s] [dee ennt ete » 


. sen(x+2y)-sen x= 2sen y-cos(x* y) 


2 


3 


sen x + со°х = 1- pex 


© Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente + > » » ۰.۰... 


Identidades trigonométricas para transformar un producto en suma o resta 


De las identidades: 


sen (x + y) = (sen x) (cos y) + (sen y) (cos x) se realiza la suma con 


+ sen œ -3) = Gen x) (cos y) - (sen y) (cos x) 

sen (x + у) + зеп (х — у) = 2 (sen xXcos y) 
Al despejar, 

Gen x) (cos y)= зеп) sen(x=»)] 
De forma semejante se obtiene: 
(cos x) (sen y) = dLsen(s+y)=sen(x-y)] 
‘De las identidades; 
cos (x + y) = (cos х) (cos y) — (sen x) (sen y) se realiza la suma con 
+ cos (x — у) = (cos x) (cos y) + (sen x) (sen y) 

cos (x + y) + cos (x — y) = 2 (cos x)(cos y) 

Al despejar, 


(eos з) (cosy) = у[со(х+у)+соң(х-у)] 


De la misma manera se obtiene; 


(Gen x) епу) = ~3[cos(x+y)-cos(x-y)] 
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CAPITULO 14 


Identidades y ecuaciones trigonométricas 


EJEMPLOS: . 
E I 0% Expresa el siguiente producto en forma de suma o resta: 
E cos (8x) cos (2x) 
È Solución 
Se emplea la identidad (cos x) (cos y)= (x +y)+cos(x-y)] y se obtiene: 


cos (8x) cos (24) = 1 [eos( êx e29 costs 20) 


cos (&x) cos (2x) = gleostos) cores] 
2 «Encuentra el valor del siguiente producto: 


Solución 
Sc emplea la identidad (sen x) (cos y) = E (x+y)+sen(x-y)] 


oti) ahead 
oo fo) = i Qr enc] 
0) (5) EE] 


Al sustituir el valor de las funciones trigonométricas de ángulos notables: 


e 5 


EJERCICIO 46 
1 Convierte los siguientes productos en sumas o diferencias de funciones trigonométricas: 
H 1. sen(a + B) cos(a - B) 11, 4sen(3a) senta) 
2. cos(45°) sen(60°) 12, Scos2a) sen(6a) 
3. sen(y + P) seny - B) 13, cos47*) sen(43°) 
Sr) (x 2 5 
a ed) (n) ИРИ) 
5. sen(82° 30’) cos(37°30") 15, 3sen(9a) e(t a) 
6. sen(37° 30’) sen(T* 30") 16. «x t ) 
7. cos(x + a) sen(x — a) 17. tan aciga 
8 eser) 18. vein) (£) 
1 2 4 4 
9. sen(187*30') cos(217 307) 19, tanix + à) tan(x—a) 
лт) (я зеп(20+ p) 
"eee en 


© Verifica tus resultados en la sección de soluciones согтевропйее............... 
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GtOVETHA Y TRIGONOMETRA 
Demostración de identidades 
EJEMPLOS: > 
3/1, 09 Demuestra la siguiente igualdad: sen соз =~ 
| 12 12 4 
Ё Demostración 
Se aplica la identidad (sen x) (cos у) = z [sen(x y) + sen(x -)] 


sen Ecos E =1 sen( +5) a] = 1 sen £+ seno 
йш МП 12 712/]^ 3] а 


Fero sen E = 1 y sen0=0, entonces: 


4 
2 


Por tanto queda demostrada la igualdad. 


2 0» Demuestra la siguiente expresión: 


senx cos y + sen y cos x= sen y) 
Demostración 


Se aplica la transformación de productos a sumas y se obtiene; 


Msen(x ey) esen(-5)] 


senx cos y 


2 


seny cors=cors sen yo Lie) no 3)] 


Al sumar ambas expresiones: 
senx cos ye sen y cos x= S [senes у)жзең(х-у)]+ у[зех+у)-зең(х-у)] 


1 H 1 1 
senx cos y+ sen y cos x= Ese) eps) (cs) узең(х- у) 


Se simplifican términos semejantes, entonces: 
зепх cos y + sen y cos x= sen y) 


Por tanto, queda demostrada la igualdad. 
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CAPITULO 14 


EJERCICIO 47 


Demuestra las siguientes igualdades: 


14. 


1 3 


Sec 30° csc 1205 4 


sen 75° cos 45% 
RR 


cos 35° sen10° +cos 10° sen 35° — Уб 
cos 20° cos 10° —зеп20°зеп10° — 3 


tan ıı Ê san 


6 12 12 2. 
"Verum E 
6 12 


1 
senx сов х + cos3xsenx= > sen 4x 


dex 


[et 
"E 


sen 


cos x[cos 2x - 2ser x] = cos 3x 
(ref) um (5-5) Jess 


3 3 *]^ 2cs2x-1 


=] 


Identidades y ecuaciones trigonométricas 


зеп(10° + x) cos (20° — x) + cos(80° — х)зеп(70° + x) = sen(2x — 10°) 


sen 


E 
2 


nx) lts 


O ron бн ana ийан йы Ый pr ме ————— 
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¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA, 


Identidades para transformar sumas o restas de funciones trigonométricas 
en un producto 


Dados los ángulos x y y, tales que 
x+y=a 3 х-у=В 
Al resolver el sistema de ecuaciones para x y у зе obtienen los siguientes resultados: 


ер. а-в 


Estos valores angulares se sustituyen en la identidad: 


(sen x) (cos y) = 


2) 


Ahora, al despejar la suma de los senos, se determina que: 


Y el resultado ез: 


— At 
De la misma manera se obtiene: 


sena -зепВ ЕЕ 


se 
cora +008 B = мем 


EJEMPLOS: * 
2 J + Efectúa lo siguiente: sen E 
tel 
S 
A ee la transformación de diferencia de senos a productos, se obtiene: 
ESA Em 
La = 2*6 26 " 
п5 sen. =2cos zÉ | sen] 2 € |: simplificando 


CAPITULO 14 


Identidades y ecuaciones trigonométricas 


2 @e-Calcula, sin hacer uso de las tablas trigonométricas: 


Solución 


T а+в) (a-B 
Se emplea la identidad, sen а + sen B = 2sen| 22 | cos| == 
In, Se) |7я 5 
(Eso 12 12 [12 12 
12 12 2 
Se simplifica, 


TR), senf SF CES 
E )G- 68) 
Dado que - no es un ángulo notable, se puede emplear la identidad: 


x) [сох 
т e) 2 
т Уз 
E 
2 2 2 4 2 


ES 
(eit) 65 


З $s- Simplifica la siguiente expresión: (о) оо) 


tonces, 
соз" |= cos] 
12 


Solución 
Se emplea la identidad, cosacosB=-2]sa 258) (7 


8 
"p 
= 


14 Cariruio 


¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA, 


4 0»: Simplifica la siguiente expresión: sen (э = (5-5) 


Solución 
Al utilizar la identidad, sena sen =2000 (32) sen 


EJERCICIO 48 
Convierte en producto las siguientes sumas y restas de funciones trigonométricas: 
1. sen 165° + sen 75° 9. eo (a) 
2 ( т х 
. соз(7В)+оз(-28) 10, co 8+2 со В- 7 
3. sen(240*) + sen(120°) п. =()не(&) 
4. cos(50) - cos (36) р. soe (1) 
кй л т 
5. соз(37° 29')+соз(52° 31) 13. соз ast} а-л 


ser) (n) salda 
8, sen35* - зеп 25° 16. Е) 
© Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente « . « 0.0220... 
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CAPITULO 14 


EJEMPI 
E I 0+- Demuestra la siguiente igualdad: 


| 


Identidades y ecuaciones trigonométricas 


Demostración de identidades 


sen 50°+sen 10% _ 3 
cos 50°+ cos Y 


Solución 
Se aplica la suma de senos y cosenos 


Liso. 10505105 
sen леп" _ 2 зеп (50°+10°) cos ^ (50*-10*) 


соз 50°+с0810° ^ 


_ sen 30°соз 20° 


= = tan 30° 
cos 30* cos 20° 


2| cos (50*10*)cos (507-107) 


Уз 
3 


Pero tan 30° = 


+ por lo que la igualdad queda demostrada, 


- Demuestra la siguiente igualdad: 


зеп x + sen 3x + sen Sx + sen Tx = 4 sen 4x cos 2х cos x. 


Solución 
Se agrupan dos a dos los sumandos 


sen x + sen Эх + sen Sx + sen Tx = (зеп x + sen Зх) + (sen Sx + sen 7х) 


Se aplica la transformación de suma de senos a productos 


en x + sen «= азон) = 2[sen 2x cos(-x)] =2 sen 2x cos x 


1 1 
senSx+senTx= do ge теа (52-73) = 2 [sen бх cos(-x)]=2 sen 6xcos x 


Entonces, 
Sen x + sen 3x + sen Sx + sen Tx = 2sen 2x cos x + 2sen 6x cos x= 2cos x (sen 2x + sen бх) 


En esta nueva expresión se aplica la transformación de sumas a productos, 
2 cos x (sen 2x + sen 6x) =2 cos x- sor Lars orja 10-63] 


=4 cos x [sen 4x cos(-23)] 


=4 cos x sen 4x cos 2x 
Por tanto, queda demostrada la igualdad, 
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¡GEOMETRÍA Y TIGONOMETRÍA. 


EJERCICIO 49 
Demuestra las siguientes igualdades: 


2. 
senTesen E pan 
3 E 
sen Esen an 
18 6 18 


4. соз (х-®)+ cos (x + x) = -2cos x 


5. зеп 2x + sen dx – sen 6x = Ásen x sen 2x sen 3x 


5; 
nx — зеп 2х + зеп 3х- sen 4x = —4зеп 3 cos cosx 


5 
7. cosx + соз2х + cos 3x + cos de = deos = cos x COS 


1. =-1anx 
зеп(х+у)—зеп(х-у) 

n— —— 

` senxtsen2x+sen3x 4 2 2 


12. Hoos(a+b+c)+ cos(a+b-c)+ cos(a=b+e)+ cos (a=b=e)]= cos a cos b cos ¢ 


©) Este ejercicio no tiene soluciones al final del libro por ser demostraciones + ++ «eee 


Ecuaciones trigonométricas 


Una ecuación trigonométrica es una expresión que tiene como incógnita valores angulares bajo los signos de funciones 
trigonométricas, 

Al resolver una ecuación trigonométrica se debe encontrar el o los valores que satisfacen dicha ecuación, esto es, 
que en una ecuación trigonométrica no siempre existe una solución única, en ocasiones existen varias, las cuales se 


expresan como conjunto solución, 
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identidades y ecuaciones trigonométricas 


EJEMPLOS: . 
Ле @e-Resuelve la siguiente ecuación para 0 < x < 2л. 

Hz sen (2) =1 

ip Solución 4 


Se despeja la incógnita x y la función seno se representa como arc sen en el segundo miembro, luego el intervalo 
indica que se tomarán como solución aquellas entre 0° y 360° 


(Ше = [e 


arc sen (1) 


Н resultado puede expresarse en grados o en radianes, 


2 @e-Resuelve la siguiente ecuación para Ө si 0° < Ө < 360°. 
3tan8 -A-tan6 -2 


Solución 
Se agrupan los términos que tienen a las incógnitas y se reducen: 
3an0-4=10n02 > 31an0-1an0=-2+4 
2126-2 
1an0=1 


De esta expresión se despeja el ángulo Ө 
tan0=1 > Ө= arc tan (1) 


= 


Luego, la tangente es positiva en el primero y tercer cuadrantes, por consiguiente, el conjunto solución es т у z, 


З 0»-Resuelve la siguiente ecuación para x si 0 «x < 2л, 
2 seê x-1 = 


senx 
Solución 
Se agrupan los términos en el primer miembro; 


2enxl=enx > 2ех+зепх 
La expresión resultante se factoriza, 
(sen x -1(sen x + 1) =0 
Por tanto, 2sen x— 1 = 0 y sen x + 1 = 0, de las cuales se despeja la incógnita x, entonces, 


2sen x -1 =0 senx+1=0 


senx= 


Luego, el conjunto solución es E, E y az. 
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`СЕОМЕТЙА Y TRGONOMETRÍA. 


Д 0»: Resuelve la siguiente ecuación para Ө, si 0° < 0 < 360°, 


4cos%0-3=0 
Solución 
Se despeja cos 0 de la ecuación: 
4co0-3=0 > 4co0=3 + 


‘Se obtienen dos ecuaciones 


Se despeja el ángulo Ө 


Ө= arc cos 


Al final, cl conjunto solución es 30°, 150°, 210° y 330°, 


5 0-Resuelve la siguiente ecuación para Ө si 0° < Ө < 360°, 


2 sen? 0 =-зеп® 
Solución 
Se resuelve la ecuación: 
2se 0 + sen0=0 > sen 0 (2 зеп +1) 20 
Se obtienen dos ecuaciones: 
sen0=0 2sen0+1=0 
Se despeja el ángulo 6, 
sen0=0 2sen0+1=0 
Ө= ас sen (0) =arsen(-3) 
Ө = 0°, 180°, 360° Ө = 210°, 330° 


Por tanto, el conjunto solución es 0°, 180°, 210°, 330° y 360°, 


6 ө. Resuclve la siguiente ecuación para xsi 0° < x « 360°, 
2соз?х =зепх-1 


Solución 
2cosx-senx-l > X1 - зеп? x) =зепх-1 
2-2sen? x= senx- 1 
2-2sem x-senx «1-0 
~2sen*x-senx+3=0 G-I) 
2sen x + sen x-3 = 0 
sen x + 3(senx- 1) 20 


Se despeja el ángulo x de ambas ecuaciones: 
senx-1=0 2senx+3=0 


x= are sen (1) sen (no existe solución) 
х=90° 


Cabe mencionar que 2 sen x + 3 = 0 no tiene solución porque —1 < sen x< 1, entonces el conjunto solución es 90°. 


2 
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Identidades y ecuaciones trigonométricas 


EJERCICIO 50 
Resuelve las siguientes ecuaciones, tales que 0° « x « 360°. 
1. senx = sen E- 16. 2senx + ese x =3 
2 cosx+2senx=2 17. senx-ctgx -senx =0 
3. 2cos Е 18, 2cos x + cos? x 2cos x =1 =0 
4. esc x= sec x 19. 4cosx ~2 = 2tanx-ctg x -secx 


20. tan’ x-9 tanx =0 


5. 2cos x -tanx 


6. dco x= 3-Acos x 21. + V31anx=0 
арх 
7. З сов x+ set х= 3 22, senx-sec xe 2 senx -VI = secx 
8, 2sen x senx=0 23, (27 48)sen x+ (2-43) e 2co8 x 
9. cosx +9 sen?x=1 24. (2+ 45) = (1 + 245) cosx = 25e x 
10, cs? x = 2cof x 25. sec xQsenx + 1) -20senx + 1) =0 
11, senx-tanx + 1= senx + tanx ж, YIM „0 
secx 


12, 2соз?х + 3senx =0 27. cos x = sen x= - 43 
13. senx -cosx =0 28, Ssem x + co? x =2 
14, Sco x- set x =0 29, —5—-53сох=0 
асх 
30. 


15, cosx - 3 ænx =0 cos! x + cosx = sen?x 


© Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente = 
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CAPTULO 15 


TRIÁNGULOS RECTANGULOS 


RECTÁNGULO 
2 


especificamente en la geometría egipcia. 


S: origen se encuentra en la cultura egipcio, 


Los egipcios dominaban a la perfección los trión- 


Medición de tierras gulos, ya que fueron la base para la construcción 
enel antiguo. de sus pirámides así como la medición de tierras. 
ерюне Se auxiliaban de los anudadores, hacían nudos 


Wee igualmente espaciados pora medir y se dieron 


cuenta que al ubicar cuerdas de diversas longitu- 
des en forma de triángulo obtenían ángulos rectos y, por tanto, triángulos 
rectóngulos, lo cual significa que tenian conocimiento de la relación que 
existe entre la hipotenusa y los catetos de un triángulo rectángulo. 


Sin embargo, Pilógoros fue el primero en demostrar el teorema que lleva 
su nombre, el cual establece la relación entre los lados de un triángulo 
rectángulo, aunque los egipcios y babilénicos lo utilizaban en sus cálculos 
y construcciones pero sin haberlo demostrado. 


15 CAPITULO 
GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA, 


Solución de triángulos rectángulos 
Dados tres datos de un triángulo, si uno de ellos es un lado, encontrar el valor de los datos restantes. 


Para los triángulos rectángulos basta conocer el valor de uno de los lados y algún otro dato, el cual puede ser un 
ángulo u otro lado, debido a que el tercer dato siempre está dado ya que, al ser triángulo rectángulo, uno de los ángulos 


siempre será de 90. 
Cabe destacar que el teorema de Pitágoras y las funciones trigonométricas son de suma importancia para la reso- 
lución de triángulos rectángulos. 
EJEMPLOS: . 
X INIT! triángulo ABC, a = 12 cm, b = 9 cm. Resuelve el triángulo, 
Е | Solución 
Ф в 


c а=12т 


А 5-9 0m c 
‘Se proporcionan catetos; entonces, para encontrar la hipotenusa se utiliza el teorema de Pitágoras: 
c= a+b 
c= (12) +(9) = A+ 81= (225 =15 
Por lo tanto c= 15 em. 


Para encontrar los ángulos se utilizan funciones trigonométricas; en este caso, al tener los tres lados se puede 
aplicar cualquier función, Por ejemplo, en el caso del ángulo A se aplica la función tangente, entonces; 


Se despeja el ángulo A: 
2А arc tan (S) T 48" 
Para encontrar el tercer ángulo, se tiene que Z A + Z B + Z C= 180", en particular Z А + Z В= 90° ya que ZC = 90°, 
por tanto: 
53 T 48" + 4B=90 
ZB-9» -53 T 48" 
4В=36° 5X 12" 
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En el triángulo MNP, m = 13.4 ст, Z P = 40°, Resuelve el triángulo, 
Solución 
Para hallar el Z N, se aplica; 
ZN*ZP&ZM-180* 

Ya que Z M = 90°, entonces, 
Z2 N+ £ P =90° donde 2 №= 90° -ZP 

LN =90" -40° 

2 М = 50° 


Lado n 
Sc elige uno de los ángulos agudos, en este caso Z P y se establece la función trigonométrica de acuerdo al lado que 
se vaa encontrar (n) y el lado conocido (m = 13,4), por lo que la función que se busca es el coseno de P, entonces; 
n 


donde cos 40° = —— 


P= 
= 134 


als 


Al despejar n: 
п= (13.4) (cos 40°) = (13.4) (0.76604) = 10.265 cm 


Para hallar el lado restante (p) se utiliza el teorema de Pitágoras: 


= (134) - (10:26) = 4/179,56-105.27 = 4/7429 = 8.62 cm 


«En el triángulo ABC, a = 54 cm, А = 36° 20°. Resuelve el triángulo. 


Solución 

Enel triángulo ABC: 
B=% -ZA 
В = 90° – 36° 20° 
LB=53 40 


a 54 
at 36° 20° = 4 
= donde tan 36° 20° = 7 


Al despejar b: 


1ап36°20 
El valor de Іа hipotenusa se encuentra mediante el teorema de Pitágoras: 


c= Va +b" = (54) «(7342) =91.14 cm 
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EJERCICIO 51 
Resuelve el siguiente triángulo rectángulo según los datos proporcionados: 
- [4 
b a 
A с B 


1. a=12,b=17 
„ ZA=32,b=4 


=32,5,с=413 


2 
3. 2С= 46 W, а=5 
4, 
5 


‚ LA=48%,0=13 
6. ZC-54,b-226 
7. Ь= 22,5, с= 187 
8, ДА = 48° 12^, 


bz345 
9. ZC-34 32, c2 569 
= 18,23, b = 19.86 

П. 2А = 32° 27", 


=7,5,0=25 


=13, 2A=25° 49" 
16, Calcula el valor de los ángulos agudos si a = 5 
17. Determina el valor de los ángulos agudos y el valor de los lados sia=x,b=x+8yc=x+7. 
18, Calcula el valor de los ángulos agudos y el valor de los lados si a = x + 1, be x2ycex. 
19. Determina el valor de los ángulos agudos si 
20, Calcula el valor de los ángulos agudos si b = 3a. 


© мена tus resultados en la sección de soluciones correspondiente ı 
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* PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


Se sitúa un punto a 20 metros de un edificio, 
encuentra la altura del edificio. 


Solución 
Se representa el problema con un dibujo; 


ii el ángulo de elevación al punto más alto del edificio es de 46° 23", 


PSA 


Para hallar la altura del edificio se utiliza la función tangente, ya que se tienen como datos un ángulo y el cateto 
adyacente a éste, y la altura representa el cateto opuesto al ángulo dado; 


h 
tan 46° 23! = — 
i 2 


Al despejar h; 
һ= (20) (tan 46° 23") = (20) (1.04949) = 21 m 
De acuerdo con el dato anterior, la altura del edificio es de 21 m. 
En la construcción de una carretera se encuentra una montaña de 250 metros de altura, a través de ella se construirá un. 


túnel, La punta de la montaña se observa bajo un ángulo de 48° 30° desde un punto Реп un extremo de la montaña, 
y bajo un ángulo de 38° desde el otro extremo, ¿Cuál será la longitud del tûnel? 


Solución à 


La longitud del túnel está determinada pora +b, 
Para obtener a, se utiliza el triángulo PRT y sc aplica la función tangente de Z P: 
san 48° 30° = 229 
a 
Al despejar a 
250 250 


а= т a3 7 11302 722119" 


Para obtener b, se utiliza el triángulo ORT y sc aplica la función tangente de 4 O: 
250 
tan 38° = = 
b 


Al despejar b 
CT E 
Tan380° ^ 0,7812 


Por tanto, la longitud del túnel es; 221.19 + 320,02 = 541.21 т. 
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EJERCICIO 52 
Resuelve los siguientes problemas: 
1, En una torre de 40 т que está sobre un peñasco de 65 т de alto junto a una laguna, se encuentra un observador que 


mide el ángulo de depresión de 20° de un barco situado en la laguna. ¿A qué distancia de la orilla del peñasco se 
encuentra el barco? 


2, A una distancia de 10 т de la base de un árbol, la punta de éste se observa bajo un ángulo de 23°. Calcula la altura 
del árbol. 


3, Una persona cuyos ojos están a 1.20 metros del suelo, observa una pintura que se encuentra a un metro del suelo y 
mide 1.50 metros, Dicha persona se encuentra a dos metros de distancia de la pintura. 
а) ¿Cuál es el ángulo de visión? В) ¿A qué distancia se debe parar la persona рага 
que el ángulo de visión sea de 45°? 
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4, Unniño tiene un papalote, el cual hace volar sosteniendo una cuerda a un metro del suelo. La cuerda se tensa formando 
un ángulo de 45° con respecto a la horizontal. Obtén la altura del papalote con respecto al suelo si el niño suelta 20 
metros de cuerda. 


5. Determina el ángulo de elevación del Sol si un poste de 2,56 metros proyecta una sombra de 1,85 metros, 


> 


6. Un globo de aire caliente sube con un ángulo de elevación con respecto a un punto A de 46° 10°. Calcula la altura a 
la que se encuentra el globo, con respecto a un punto P del suelo, si la distancia de éste al punto A es de 50 metros. 


Y 


1 
т 


| C d 
لام‎ Y LA 


m —4‏ 50 ا 
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E 7. Desde lo alto de una torre cuya altura es de 25 m, se observa un automóvil alejándose de la torre, con un ángulo de 
depresión de 32°; si un instante después el ángulo es de 26°, ¿qué distancia se ha desplazado el automóvil? 


8. Un maleante es perseguido por un patrullero, quien es apoyado desde el aire por un helicóptero, como se muestra en 
la figura. Si el ángulo de depresión desde el helicóptero hasta donde se encuentra el delincuente es de 25" y el ángulo 
de depresión hasta donde se encuentra el patrullero es de 65°, y su distancia a éste es de 25 metros, 


calcula; 
La distancia entre el helicóptero y el delincuente, 
La distancia entre el patrullero y el delincuente, 
La altura del helicóptero. 


9. Un ingeniero civil desea conocer el ángulo de elevación del topógrafo, así como la distancia a la que se encuentra 
del asta bandera, si se sabe que el asta bandera mide la cuarta parte de la altura del edificio que es de 16 metros, y la 
distancia entre ambas es de 9 metros. 
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10, Una araña que se encuentra en la base de una caja desea alcanzar una mosca ubicada en la esquina opuesta de la 
caja, como зе muestra en la figura. Las esquinas están conectadas por un cable tenso, determina cuál es el ángulo de 
elevación del cable y la distancia que recorrería la araña hasta llegar a la mosca por el cable, 


эз ап 


11, Se tienen dos poleas de radios R, r y la distancia entre sus ejes es , ¿cuál es la longitud de la cadena de transmisión? 


12. Debidoa un accidente en unos laboratorios químicos, se tuvieron que desalojar las casas que estuvieran en un radio 
de 500 m de los laboratorios. Una familia vivía a 250 m al este y 195 m al sur de los laboratorios, Determina si la 
familia desalojó su casa. 


©) Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente а 
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TRIÁNGULOS OBUICUÁNGULOS 


tratados sobre la rigonometía y lo astro 
nomía, inventor de diversos herramientas. 
pora la observación y la medida del tiempo. 


Su obra se compone de cinco libros llamados: De 
tiangulis omnimodis, ¡publicada en Nuremberg 
70 años después de haber sido escrita! Es intere- 
Sonte desde el punto de vista molemático, ya que 
en el primer libro se establecen los definiciones 
básicos de radio, arcos, igualdad, círculos, cuer- 
dos y la función seno. En el segundo, la ley de senos pora la resolución 
de problemas con triángulos, y del tercero al quinto libros se expone la 
trigonometria esférica. 


A cre alemán que realizó 


1436 - 1476 
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Solución de triángulos oblicuángulos 
Un triángulo es oblicuángulo cuando sus tres ángulos son oblicuos, es decir, no tiene un ángulo recto. Este tipo de 
triángulos se resuelven mediante la ley de senos, de cosenos o de tangentes, 


ley de senos 


La razón que existe entre un lado de un triángulo oblicuángulo y el seno del ángulo opuesto a dicho lado es proporcional 
ala misma razón entre los lados y ángulos restantes. 


c 
Ley de senos: 
"—— ГЕ 
D a senA senB senC 
n D в 


La ley de senos se utiliza cuando; 


© Los datos conocidos son 2 lados y el ángulo opuesto a uno de ellos. 
© Los datos conocidos son 2 ángulos y cualquier lado. 


EJEMPLOS: + 
ЕТ 1 En el triángulo ABC, b = 15 cm, 2 В = 42° у 2 С = 76°, Calcula la medida de los lados y ángulos restantes. 
E | Solución 

iw 4 Para obtener Z A, se aplica Z А + Z B + Z C= 180°, despejando, 


LA=180 -Z C- Z B= 180° – 42° -76° = 62° 


Se conoce el valor del lado b y el ángulo B, opuesto a dicho lado, 
también se proporciona el ángulo C, por tanto, se puede determinar 
la medida del lado с, 


be 15cm e 


ё а B 


Al sustituir 4 C = 76°, Z B = 42° y = 15 cm, se determina que, 


e 15 
зеп 76° sen 42° 
De la expresión anterior se despeja с, 
e= Asen 76°) _ (15)(0.9703) _ 31 75 em 
зеп 42° 0,6691 
Por último, se determina el valor del lado a con la siguiente relación: 
а___ь а 15 

зепА зепВ donde зеп 629 sen 42° 

Al despejar а: 


Сао 16 


Trángulos oblicuángulos. 


2 @e-Enel triángulo MNP, Z P = 76°, р = 12 cm y т = 8 cm. Resuelve el triángulo, 
Solución 


м pello N 


Con los datos del problema, se calcula el valor de Z M con la siguiente relación: 


Al despejar sen М y sustituir los valores, se obtiene: 


senm =msenP _ (8 (ште - (9) 1029) = 06469 


Р 


M = arc sen (0.6469) 
ZMz4 18 
Por otro lado, 
ZN = 180° - Z P- Z M = 180° — 76° -40° 18 = 63° 42° 


Se aplica la ley de senos para encontrar el valor del lado л: 


Le E 
senN senP 
Al despejar n, 
ECN (12)(sen 63°42) — (12)(0.8965) " 
"sap sen 16° пз cos 
Por consiguiente, 


ZM =40° 18, ZN=63° 42 yn = 11.09 cm 
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3e 


En el triángulo ABC, Z А = 46°, Z B= 59° y а = 12 cm. Determina los elementos restantes del triángulo. 


Solución 
b а= 12ст 
А с в 
Enel triángulo: 


&С=180@- /А- / В = 180°— 46° – 59° = 75° 


Para hallar el valor del lado с se utiliza la relación: 


inp T: donde с-45#@© _ (12){sen 75°) _ (12)(0.9659) " 
senC senA senA — sendó? 0,7193 


Asimismo, para obtener el valor del lado b se utiliza la relación: 


boa dede pm en B_ (Dens) (фан) ү, 


senB senA senA зеп 46° 07193 
Finalmente, los elementos restantes son: 


Z Cz 75, c= 16.11 em y b= 143 cm. 


ley de cosenos 


cuadrado de un lado de un triángulo oblicuángulo es igual a la suma de los cuadrados de los lados restantes, 
menos el doble producto de dichos lados por el coseno del ángulo opuesto al lado buscado. 


c Ley de cosenos: 
а? = b? + с?- 2с cos A 
b a b? = a? + с2- 2a cos B 
¢2 = a? + 02 2ab cos C 
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Al despejar 
La ley de cosenos se utiliza cuando; 
© Se tiene el valor de 2 lados y el ángulo comprendido entre ellos. 
© Se tiene el valor de los 3 lados. 


EJEMPLOS: ж 
2 1, @e Enel triángulo ABC, а = 15 ст, c = 18 cm, Z В = 70, Resuelve el triángulo, 
Ẹ | Solución 
f 
c 
D а= 15ст 
А с= 18 ст B 


Para calcular el valor del lado b se utiliza la fórmula: 


b sa + 2 -2accos B 
Donde, 


b= Jas +(18) -2(15)(18)c0s 70° = 225 324 -2(15) 08) (0.34202) = /364.3 
b=19.09 cm 


Conocidos los 3 lados del triángulo se calcula el valor de 4 А: 


ta «(18 -(15) E 
Скота? (909) +ав)' -а5у' _ 364434 324-225 06143 


A: 
em 2be 2(19.09)(18) 68724 


Donde: 4 А = arc cos 0,6743 = 47° 36° 
Por último, se determina la medida de 2 С: 


LC=180-ZA-ZB=180"-47* 36' —70° = 62° 24° 


Por tanto, los elementos restantes del triángulo ABC son: 


b=19.09cm, ZA = 47° 36 y 2 C= 62° W 
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2 0»-Enel triángulo ABC, a = 50, b = 45, c=32, Resuelve el triángulo, 
Solución 
c 
b=45 а=50 
А с= 32 B 
Para obtener Z А: 
(45) «(32) -(s0) _ 2 025+1024-2500 

4= ре 7 2045030) 7 28 702906 

Donde, 
L A= arc cos 01906 = 79° 

Para obtener Z B; 

cos B= Č È (500? «(32) (45) 250041024-2005 _ 9 4684 

2ac 2(50)(32) 3200 
Donde, 
2 В = arc cos 0.4684 = 62° 4" 
Para calcular Z C: 
4С = 180° -ZA- ZB = 180° —79° —62° 4' = 38° 56' 
Por consiguiente, los ángulos del triángulo ABC son; 
LA=79,LB=62 4 y 2С=38° 56 
+ 


ley de tangentes 


En todo triángulo oblicuángulo la razón entre la diferencia de 2 lados y la suma de los mismos, es igual a la razón 
entre la tangente de la semidiferencia de los ángulos opuestos a cada uno de los lados, y la tangente de la semisuma 
de dichos ángulos, 


Fórmulas: 
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EJEMPLOS . 
5, Vy ө» Enel triángulo АВС, с = 10, A= 68", С = 36°, Resuelve el triángulo, 
E Solución 
E Se determina el Z В: 
“В = 180° -ZA-ZC= 180° — 68° —36° = 76° 
Se aplica la ley de tangentes para encontrar el valor del lado а: 
b a =(5;©) 
a 


tan 16° _ 0.2867 
02240 
nS 12799 02 
Entonces, de la expresión resultante; 
Se despeja a; 
а-10=@,2240а +2240 > a 022400 = 2240 + 10 
0716a = 12240 
_ 12240 
45 ome 
а=1577от 


Se aplica la ley de tangentes para encontrar el valor del lado b: 


b— 10=0,2454b + 2.454 > b —0.2454b = 10 + 2,454 
075465 = 12,454 
b=16.5cm 


Por tanto, los elementos restantes del triángulo son: 
£ B2 76, а= 1577 cm y bz 165 cm 
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 GtOVETHA Y TRIGONOMETRA 
EJERCICIO 53 
Resuelve el siguiente triángulo oblicuángulo de acuerdo con los datos proporcionados. 
c 
b a 
A 3 B 


1, ZB=ST20, Z С= 43° 39", 
2, LA=6 W, Z С= 3 Q0", 
3, ZA=8P45, Z В=26°31', 
4. ZC- 49, 2А = 521 a2 72 
5. LB=29, Z С= SA, b = 123 
6. ZA- 3, 2 В = 49% а= 12 
7. 
8 
9. 


. a=5, /А=32,Ь=8 
. = 13, b= 10, Z C2 35 15° 
. 2В = 56° 35, b = 127, а=9.8 
10, а=9,с=11,5,4С=6721' 
11, a=15,b=16,0=26 
32.4, b=48,9, с =66,7 
a= 100, b= 88.7, c= 125,5 
5, b=12,0=20 
15, a=12,b=15, 4C=68" 


16. a=28,¢=32, 2B=76" 
17, b=45,0=75, 2А =35° 
18. а= 12.6,6= 187, Z C = 56° 


Demuestra que para el triángulo se cumpli 


a b с 


senA senB senC 


© d-b +0 - We cos A 


© = + è - 2ac cos B 


© =a +b - 2ab cos C 


© werten tus resultados an la sección de soluciones correspondiente = 
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* PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


Para calcular la distancia entre 2 puntos a las orillas de un lago, se establece un punto P a 100 metros del punto М; 
al medir los ángulos resulta que Z М = 110° y Z P = 40°, ¿Cuáles la distancia entre los puntos M y 07 


Solución 
Se realiza una figura que represente el problema: 


Р 
De acuerdo con los datos se determina el valor de Z O: 
£ Q= 180° — 110° –40° = 30° 
Sea МО = d, entonces, al aplicar la ley de senos se obtiene; 
d 100 
зеп 40° sen 30° 

De la cual se despeja d: 

а= (006040) _ (100)(0,6427) _ 128,54 


sen? 05 


En consecuencia, la distancia entre los puntos es de 128.54 metros, 


Un observador se encuentra en un punto P que dista de 2 edificios, 250 m y 380 m, respectivamente, Si el ángulo 
formado por los 2 edificios y el observador es 38° 20", precisa la distancia entre ambos edificios, 


Solución 


Sea dla distancia entre ambos edificios; entonces, por la ley de cosenos: 


d= (250)? +(380)' - 2(250)(380) cos 38°20' = /62500 + 144 400 - 149038,98 = 240,55 


Finalmente, la distancia entre los edificios es de 240,55 m. 
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3 Se inscribe un octágono regular de lado 1 cm en una circunferencia; determina el área del círculo. 
Solución 


Si se inscribe un polígono regular en una circunferencia, la distancia del centro al vértice es el radio, si se trazan 2 
radios a 2 vértices se forma un triángulo isósceles y la medida del ángulo central es = 45°, como lo muestra 


| PON 


| 
V 


Sea xla medida de cada ángulo de la base en un triángulo isósceles, entonces: 


ES 


2x +45" = 180° > 2х= 135° > x 2615 


Por la ley de senos se tiene la igualdad: 


fa 
зеп 45° sen 61. 
Al despejar r de la expresión anterior: 
sen 61.5 
Ыт 
Luego, el área del círculo está dada por la expresión: 
А=кг 


Se sustituye r = 1.3 ст y se obtiene; 


A =R (13 оп) = 1.69ncm? 


EJERCICIO 54 
Resuelve los siguientes problemas: 
1. Para establecer la distancia desde un punto A en la orilla de un río a un punto В de éste, un agrimensor selecciona 


un punto Ра 500 metros del punto A, las medidas de Z BAP y Z BPA son 38° y 47°32, Obtén la distancia entre 
AyB, 


CAPITULO 16 


Trángulos oblicuángulos. 


horario y el minutero de un reloj miden respectivamente 0.7 
y 1.2 cm. Determina la distancia entre los extremos de dichas 
manecillas a las 13:30 horas, 


3. Un barco sale de un puerto a las 10:00 a.m. а 10 km/h con di- 
rección sur 30*20'O. Una segunda embarcación sale del mismo 
puerto a las 11:30 A a 12 Jon/h con dirección norte 45°O, ¿Qué 
distancia separa a ambos barcos a las 12:30 horas? 


4. La distancia entre 2 puntos A y B es de 20 km, Los ángulos de 
elevación de un globo con respecto a dichos puntos son de 58° 20' 
y 67° 32, ¿A qué altura del suelo se encuentra? 


5, Una persona se encuentra a 3,7 m de un risco, sobre el cual se 
localiza una antena, La persona observa el pie de la antena con 
пп ángulo de elevación de 30° y la parte superior de ésta con un 
ángulo de 70°. Determina la altura de la antena, 
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6. ¿Cuál es la longitud de los lados de un pentágono regular ins- 
crito en una circunferencia de 4 centímetros de radio? 


7. Dos aviones parten de una ciudad y sus direcciones forman un 
ángulo de 74° 23, Después de una hora, uno de ellos se encuentra 
а 225 km de la ciudad, mientras que el otro está а 300 fon. ¿Cuál 
& la distancia entre ambos aviones? 


8. En un plano inclinado se encuentra un poste vertical de 20 metros * _ 
de altura, Si el ángulo del plano con respecto a la horizontal es de 
20°, calcula la longitud de un cable que llegaría de un punto a 
300 metros cuesta abajo a la parte superior del poste, 


9, Un barco parte de un puerto y navega hacia el norte con una veloci- 
dad de70 fan por hora, Al mismo tiempo, pero en dirección noreste, 
otro buque viaja a razón de 80 km por hora, ¿A qué distancia se 
encontrarán uno del otro después de media hora? 
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10, La distancia que hay de un punto hacia los extremos de un lago 
son 145 y 215 metros, mientras que el ángulo entre las 2 visuales 
es de 56° 10', Calcula la distancia entre los extremos del lago. 


11, En un paralelogramo que tiene un lado que mide 20.8 cm, su dia- 
gonal mide 46.3 cm. Determina la longitud del otro lado si se sabe 
que el ángulo entre la diagonal y el primer lado es de 28° 30°, 


12, Si A ABC triángulo cualquiera y DE es el diámetro de la circun- A 
ferencia, demuestra q 


13, Observa la siguiente figura: 


R NE 


a) Demuestra que dado un lado y 2 ángulos adyacentes, el área del triángulo será: 


A ЁнтОгзепР q'smPsnR _ p'smsenQ 
2sen(Q+P) 2 зеп (P+R) 2 sen (+0) 


b) Demuestra que el área del triángulo está dada por cualquiera de las siguientes fórmulas; 


1 
© A = gr smPsenQescR 


o a E ] n) (1) 2] 


O Verifea tus resultados en la sección de soluciones correspondiente « 
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CAPÍTULO 17‏ 
FORMA TRIGONOMÉTRICA DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS‏ 
HISTÓRICA‏ 
o‏ 
LS braham de Moivre es conocido por lo‏ 
eee C А5 en lo distri-‏ 
bución normal y ТЫШ) Fue amigo‏ = 
m de Isaac Newton y Edmund Holley. En 1697 fue‏ 
м, \ elegido miembro de Royal Society de Londres.‏ ~ 
Abraham de Moivre 1а fórmula de Moivre afirma que:‏ 
КАЙ Vxe RVne Z|cos0 + ¡sen 6)"= [cos n 0+ i sen n 6|‏ 
Esta fórmula es importante porque conecta los nú-‏ 
meros imaginarios con la trigonometrio.‏ 
3 


17 CariTuio 


GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA, 


Forma trigonométrica o polar 


Sca el número complejo z = a+ bi, r = |4 = Va" +b? su valor absoluto y 0 = arc tan (2}etareumento o msdulo de 
г. entonces su forma trigonométrica o polar se define como: а, 


= г (cos Ө +isen0)=r cis = 0 con cos Ө + i sen 0 = cis 0 


Demostración 
Enel triángulo 
a b 
созд = ~, sen 0= — 
r 7 
Al despejar a y b respectivamente 


a=r cos 0, b=rsen0 


Si sustituyes en z = a + bi, obtienes; 


z=r cos 0+ ir sen Ө = (соз Ө +i sen 0)=r cis 


EJEMPLOS . 
€ Jl өз Transforma el complejo z = 4 3ia su forma trigonométrica con 0° < 6 < 360°, 
Ho. 

d 


Solución 
Se obtiene Ө y r, entonces: 


@= arc tan (2) =erctn ВЕ 
а, 4 


r= (4) +(3) = /16+9 = 25 =5 
Por tanto, la forma trigonométrica es: 

z= S(cos 36° 52' + ¡sen 36° 52) 

2= 5 cis 36 52 = Spes" 


2 6 Transforma el complejo z = -1 + ia su forma trigonométrica con 0° < Ө < 360°. 
Solución 
Se obtiene Ө y r, entonces; 


(A «(y = viet =42 


Por tanto, la forma trigonométrica es: 


0 = arc tan (4)- 135° 


= V2 (cos 135° + i sen 135°) 
z= V2 cis 135%= /2[135° 
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CAPITULO 17 


Forma trigonométrico de los números complejos. 


Operaciones fundamentales 
© Multiplicación 


Sean los complejos г, = r, (cos Ө, + ¡sen 0) y 2, = гу (cos 0, + i sen 0,), entonces: 


2,7257 7: r, [cos (0, 48,) + isen (8, 89] =r, г, cis (0,+0,) 
EJEMPLOS ы 
£ Vy es Si z,=2(cos 60° + isen 60°) y z, = V2 (cos 45° + isen 45°), determina z,- z}. 
E | Solución 


Se aplica la definición del producto de dos números complejos 
2," 2,7 ОХА) [cos (60°+ 45°) + i sen (60° + 45°)] = 2V2 [cos 105° + i sen 105°] 


2 199 Determina zy 2,612, =4 cis E ya =3ci 


Solución 
Aplicando la definición del producto 
: NN sf vit 
а= СЕ +5) nat. EH 
9 División 


Sean los complejos z, = r, (cos Ө, + i sen Ө,) y 2, = r (cos 0, + i sen 8,), entonces: 


a _ (cos 6,+isen 0) _ n 5 ^ Й 
а „сое бү J = ^ [cos(0,-0,)+isen(G,-0,)]= Żcis(0,-0,)= 4 
P nl p &) n [ ( 1 н ( ^ )] Qu d ) n 


EJEMPLOS: 2 
1, 09 Sean z,- 8(cos 50° + i sen 50°) y 2, = соз 15° + i sen 15°), determina Ey 


^ Solución 
Se aplica la definición del cociente de dos números complejos 


а = Š[eos(s0°- 15°) +i sen(50°-15°)] 


= 2[сов 35° + i sen 35°] 


Solución 
Aplicando la definición del cociente; 


Simplificando, se obtiene; 


17 CAPITULO 


¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA 


3 


ъ 
y 


Ejemplos 


i T „25 Li 1 5F E 
n Size V2 dish, a = VB cis arse 2 cis узу= cis determina m i 
Solución 


Se realizan las operaciones del numerador y del denominador por separado: 


- Caca = |) (к) 


221 .5хү_ BÎ (2m Sx), (2%, Sx 
а= a 12®|= + + 
was (Ba E СЕ ЗЕ | 


Por consiguiente la división зе define como; 


ELLO 


MCCC 


© Potencia (fórmula de Moivre) 
Dado el complejo z = r (cos Ө + i sen 0), entonces, 
2" = r (cos nO + i sen n8) 


:MPLOS: . 


9^ Scan z= 2(cos 15° + i sen 15°), encuentra 22, 
Solución 
Aplicando la definición de la potencia para hallar 2: 
#2 = cos (15°) + i sen (15°) ) = соз 30° + i sen 30°) 
Es importante mencionar que algunos de los resultados están expresados en términos de un ángulo notable y se pueden 
sustituir por sus valores respectivos, 


US +2 


252 


CAPITULO 17 


Forma trigonométrico de los números complejos. 


2 ee-Sear= 3 Cos36 + ¡sen 36"), encuentra 2. 


Solución 
Se aplica la definición de potencia de un número complejo 


s= (Jes sQ6) + isen 5(36°)) = * (cos 180° + ¡sen 180°) = HCH) = z 


Se obtiene la potencia de z: 


1 DM Li 1 2л, „29 1 
eem еч). 
Se procede а realizar la división, entonces; 


© Raiz 


Sea el complejo z= r(cos Ө + i sen 0), entonces su raíz enésima se define como: 
и s ge2nk 5) 
п п 
Donde k toma los valores 0, 1, 2, 3,.... n — 1 


EJEMPLOS: . 
2 Ле өз Determina la raíz cúbica de z= 8 cis 240°, 
5 | Solución 
Las raíces se obtienen aplicando la definición y k adopta los valores de 0, 1 y 2, entonces: 
Para k=0 
O Т 
Para k=1 
as {ына чиет) = Acos 200° + i sen 200°) 
Para k=2 
a o 2E a O | 2o +e 
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17 Carírulo 


GEOMETRA Y TRGONOMETRIA, 


2 «адо el número z= 1, determina 
Solución 


El número complejo z = 1 en su forma trigonométrica es z =1 (cos O° + i sen (P), luego k adopta los valores de 0, 1, 2 
y3, entonces las raíces son: 


Mai sen 22) 


) = 1 (cos 180° + ¡sen 180°) = 


(9—0... Ma = 1(cos 270° + i sen 270°) 


En consecuencia, los valores de la raíz cuarta de z= 1 son los complejos 2 = 1, z, 


a=‏ ر 1- = ا 


EJERCICIO 55 
Transforma а su forma trigonométrica los siguientes números complejos: 
È 5. z=-3i 
ia 
; 6. z= +21 
2 igi 
1 1 
3. LAA 
a= i 
Y3,1 
4. тее; 
£e 


Sean los complejos z, = V2 cis 45°, 2, = \ЛЗ cis , 2, = 2cis 60° yz = V2 cis, determina: 


9. зс 12. 4-5-5 5 2 8 
10. z- 13, zn. 16. 8 

nn ZI NE 

П. аз; ы 
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CAPITULO 17 


Forma trigonomética de los números complejos. 


5 Resuelve lo que se te pide. 
21. Siz=3 cis 120, determina 2 
22. Encuentra # si z=3(cos 25° +i sen 25") 


23. Determina z si z = 5 cis 15° 


24, Encuentra Vz si (онт) 


25. Siz=64 cis 120°, determina Jz 
26. Encuentra Vz siz=-1 


27, Si imde уц= Jada, determina (z- z)? 


28, Siz = 2(cos 30° +i sen 30°) y z= 4(cos 60 + i sen 60°), determina 


29. Encuentra el resultado de: [2(cos 32° + i sen 32)]'- Icos 36° +i sen 36°) 
30, Determina el resultado de: [e n" E 


©) Verifica tus resultados en la sección de soluciones correspondiente » M — 
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Solución a los ejercicios 


GEOMETRA Y TRGONOMETRIA 


fuo 2 


Exraao 1 
1, 40,1708" 5. 9.1525" 9. 18°15" 18" 
2. 617058* 6. 983791* 10, 29°24" 39" 
3. 103416 т. 40°19'12" 11, 195924" 
4, BENT 8. б61°14'24” 12, 44°00"36" 
Exraao 2 
1. .665 таз 

5 2 
2, 3x de 5236 mds 9. ул md «2194 mds 


T — 


H 452 

4, ул md=7.854 mds M1. gpg * rad 0.789 rad 
x 1283 

5, ся md 1: 12, iss 
37 md= 1.256 mds 2. pop" Md 72239 más 
5 zu 

6. 2g md-1745 13, T; rud- 2,628 
PLI mds Saag ^ 7047 2628 más 
1 33601 

. сл rad=0523 14, = g rad=7.330 

7. gr rad=0523 md к rad 2 7330 таз 

Bserciao 3 

1. 120° 5. 1260 9. 90° 13, 360° 

2, 330° 6.20 10, 270 14, 28°38" 52" 

3, 135° 7. 468° 11, 938' 347 

4, 240" saw 12, 6610377 

Еласісю 4 

1, 55°46" 50” 6, 75°44 22" п, 4°33" 11" 

2, 40°13" 15" 7.26319 — 10, 15°41" 18" 

з, 4» 1933" в, 875° 11'40 13, 32141" 

4. 59°19" 457 9, 38352 14, 13° 157 18" 


5, 108%7'48" — 10, 227%3'18" 


Елғасо 5 

1. Suplementarios 6. Complementarios 

2. Complementarios 7. Suplementarios 

3. Conjugados 8, Complementarios 

4. Conjugadas 9. Conjugados 

5. Conjugados 10. Suplementarios 

n, 10% 13, ВР 15, 18° 17, 36° 
ns 14, 30 16, 20° 18, 120° 


19. a) ZCOB=30", Z BOA = 60* 
b) ZAOB = 45", BOC - 30", ZCOD =15" 
c) ZAOB = 50", ZDOB = 130" 
d) ZAOB - 65", 20! 
€) ZAOB=30", 4BOC=90", ZCOD - 60° 
Л 2А0В = ZCOD =45", ZBOC = 55°, DOE =35" 
к) ZAOB (convexo) = 134°, ZAOB (cóncavo) = 226° 
h) ZAOB (convexo) = 50*, ZAOB (cóncavo) = 310° 


Bsercicio 6 

1. 137 5,2730 — 9, 48лта 
2, us. 6, 115° 10. 3:404 
з. Ө=25°, 7, 292°30° 


4, 063° 18'S, S26°4270 8, 


30h 


Са 


Exraao 7 
1. x=60°, Za =60°, Zb = 120° 

2. х=465°, а = Zbz Zez 465", ёс = Ld: 1355 
3, x=40°, Za Le=80", 2с Zf-100* 


4, Zaz Le=137%, Zb =43° 
5. Zaz Zc- 
6. х=25° 


=2g=47, Zb= 


= 272138 


‚ Za= 128", Zbe 52* 
4= Z1 210", Z1 = 213 = 216 = 110° 
=65° 


12, R= 120" 
13. Za=Ze= 

М. Znz £2=50", ёт = 2s = y= Zr 
15. Lx=4g Lk=35, Ly 


16. Lg=40=2 
17, a DA) 
CAPÍTULO: 
Exracio 8 
1. 105%, 110° 5. 118", 38° y 24%; 68", 70P y 42° 
2, 10°, 80° 
з, 80°, 80°, 20° 5°, ZCe 50" 
4, 55°,41° 8. АВС= 69°, ВСА =73°, ВА 


АСЮ =107°, CDA = 
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Solución o los ejercicios 


Exrcicio 9 Exnaco 17 
1. Teorema Il (LAL), 1. 100/73 m 6. Dim 
2. Teorema HI (ALA)x=13 y= 19.8 $ deum SX Me 
3, Teorema L(LLL) x 232? y 2 62* є aa 

3. 40cm 8. вст 
Ezacico 10 4 5/3 т 9. 9/2 km 
1a, No se incluye la solución por ser demostraciones, 3 fiw 10, 5/2 ст 


2, х=15,у=45 5.0=12,b=25" 


3. x=15, 
Exrcicio 12 

1. х=3 4x=7,1=0 

2. x=12 5= 2 кэй 
3, х=+9 6. х=2 AS 


1 
2. ZDCA- 40, ZCAD= 60°, АВ = /ЮСВ = 100", ZD = ZB = 80" 
3. ZADC=2B=110%, ZA =2C=70" 

4. xe 30*, 22 120°, y= 60" 

5. 12127, y=53* 

6. x= 120", y=55%, 25 125° 


4, Lados 8 y 4;x=7,y=5 7. x260*, y = 120%, 2=60° 
5. Lados 8 y 6; 8. 4=15",y=70%,2=110* 


6, Lados 10 y 9 esis 
Exrcicio 14 1 26. No se incluye la solución por ser demostraciones. 
1. x=10 m т. 10, х=30 Ежассю20 

à ed eee 25 1. х=4ст 4. ZNPO = 24° 

е РЕ 2. 4y8u 

3. х=б 6. x=16 з, 41и 


1. 68m 3.160т 5. 28 т 
2. 4816m  4.15m b)120m Emacao 21 
1. d=8 
Exrcicio 16 2. Icoságono 
1. се25 8. b= 5/2 15. Acuténgulo 3. d=7 
4, Dodecágono 
= . c= 6. 
2, с va 9. c= NS m 16, Redángulo Ls 
3 се 4/3 10, b=Sm 17. Rectángulo 6. а) 170,6)54, с)27, d) 9, e)90, 4, g) 104, h) 135, ) 44 
4 сет 11. c= AM cm 18. Obtusingulo Tien 
8, Hexadecágono 
5. b=16 12, a= 5/7 dm 19. Rectángulo 9. Heptadecágono 
6. а= 27 13. Obtusingulo 20. Acutíngulo 10. Nonsdecágono 
11, Heptágono 
7. сев 14, Rectingulo 21, Redángulo 12. Undecágono 
Ae 13, Pentágono 
2. a) A5, INI, 9210, 4) 621 92, 
a міз, b) бйз, 0200, @ 601 97 14, Tridecágono 
9218 ‚д 455 15. Dodecágono 
218 60 16. Octágono 
17. Icoságono 
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GEOMETRA Y TRGONOMETRIA 


Exercicio 22 
1. a) 120°, b) 135°, c) 150", 


3. Nonágono (nueve lados) 
4, Heptágono (siete lados) 

5, Hexadecágono (16 lados) 

6. Undecágono (11 lados) 

7. Hexágono (seis lados) 

8, Hexadecágono (16 lados) 

9. Nonágono (nueve lados) 

10, Dodecágono (12 lados) 

11. Octágono (ocho lados) 

12, Triángulo 

13, Hexágono (seis lados) 

14, Pentadecágono (15 lados) 

15, Nonágono (nueve lados) 

16, Pentágono (cinco lados) 

17, 54°, 129,6", 129.6°, 108° y 118.8" 
18, 110°, 100°, 115°, 135* y 80° 


162°, e) 160°,f) 171" 25°42" 
2, a) 540°, b) 1 440°, с)2 340°, d) 1 080°, e) 1 980°, f) 6 300° 


19, 30°, 60°, 90°, 120°, 150* 210° y 240° 


20, ZA=70", 2B =65", 2С= 10", ZD = 110°y ZE= 105° 


2. ZA= 


ZB=64°, ZC- 1165, 4D: 


=64°, 


PITULO 7 


Елғасю 23 
L 
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Solución a los ejercicios 


Е Е 
«€ 
B ië 
A 
3, 
D 20 
LN 
F А >w 
E ۶ 
S 
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¡GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA 


Solución a los ejercicios 


265 


Р 


6. 


GEOMETRÍA Y TRIGONOMETRIA 


4 (а 
Xe 
a E 
a 
a a 
а " < 
< : a 
< х 


Р 
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Solución a los ejercicios 
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Solución a los ejercicios 


269 


GEOMETRA Y TIGONOMETRÍA 


bosch 


1. а) TS 224 cm, b) BC =13 am, c) P=44.cm,A= 14/11 an? 


Exacico 28 : 
1, АВС =30", АОС = 60°, ZBOC = 104°, AD = 116* Бай 

2. La=75%,4b=500, /с= 55°, Z d= йй. 
3. ZARC=27.5°=27°30" masas) 
4. ZABC=85", ZDBA «95* 


. ZA 105*, ZB =95", ZC =75°, 20 = 85" 
', b) ZAz 40* 
5°, Le=25", Zd 2 30", Ze = 50° 


10, Zaz90*, Zb =90°, /с=90°, Zd =90°, Ze 
£4265, Zh e 65*, Zi 40" 


Exncico 29 
1. 2)108,0)78,0)94 2. 1009, 6) 16.2,¢)17.29 П. An 196(4-я) cw? 

56 12. А,= MI (n -2) mm? 
1, Exteriores. 8, wu rapia 
2, Tangentes exteriores 9. 243 u 13. А, = 32(6-ял)тт? 
3, Interiors. 10.5 em 

— 14. А, = 128(х-2) mm? 

4, Secantes 1.26 


256(4~ x) em? 


5. Tangentes interiores 12, 


6. Tangentes exteriores 
7. 3r b) A= 25643 ап? 


17. A - 36r cm? 
CAPÍTULO 18, A H om? 


Exraao 31 

1. P=84m,A=425m* 15. A=400cm? 
2, P=249m,A=294m 16, $25т? Рен 
3. P=386m, A=825m — 17. $7255 

4, P=525m,A=118.12m* 18. Акша =36 m, base z 27 m 
si 

в. 

7 


P=40.0m,A=110né 19. Altura=10m 
P=654m,A=37375m" 20, 80 círculos, 12807 an? 


P=36cm,A=81cm® — 2L. a)12Vi4 2, b) 2255 и, CAPÍTULO 10 


8. P=10m,A=6m" 9 ase Exaaco 33 
9. А=150 т? 22. х=9,А=98 т? 1. Ау= 43 ст, V,= 242 т 
1 n 
10, A= G2- Зх +2)m? 23. a)2 cm", b) = t am^, 4 
в 2. Ars 3/3 em? Vy o 
a 9 32 2 2 
П, A=63 ат 9 Amd кет 3. А,=72 cm, У,=24 V3 ст? 
12, А=17.5 dm? 24. (я- Dem? 
d "— 
13. Az 900r cn? DE 
b Ci 5. 4,2723 m, V T2 ат? 
14, А=81я ст 9 16(я-– 2)an? 
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A, =6 V3 on! Vr = V6 ст 
A» (60/25+10/5) en, v, = 50+ 1505 уст? 


A (в sis) em, V, = (30 +14 45 ст? 
замн) 


p 


A, = 15 V3 cm, V,= ( 


10. А 
11. A,=9 3 arê 


шей ea) go 
6 


15, L= V2 m,A,= 64 m 

16, h= 6/2 cm A, =72 43 ст? 
* us 

17, vys зат 

18, У,=36 ст? 


= 


(a8) EF 


180 


Exrcicio 34 

1. A, =50 cm, A,=62 am”, V, 2 30 ст? 

2. А, =72 ст, Ау =(72+8/3)cm”,V, = 24m” 
A, = 16 cm, A,= 18 an?, V,= 4 cm 


> 


42975 cmd, ہر‎ 2258. ай, у= 95 ст 
5. Ave (162 +8) сте, Ap= (242 +8) cm?,V,=16 ат? 
А, =16 cm?, A,=24 оп, У, = 8 ст 

7. A,=64 43 erf Ave (64/3 +24) ст, У, =96 ст? 


^ 


8, A,=400 cm, A, = 400(2+-/2) ат, У, 1000 (1+ v2) cm 
9. A,= 1200 cm, Are 300 (4+ 5) em, v, = 3000 V3 ст? 
10. A, 216 3 cm? 

п, V= 

12, А, 248 ст? 


21 
13. V,= = ст? 
T4 


Solución a los ejercicios 


"T mas us 


4. A, 238A cf, A,=64 cm”, V, 2 8192 ст 
5. A,=30xcmP,Ay= 48 an”, V,= AS? 
6. A,=32xcm”, A, =64x cm, V, =64x cor” 
7. AS T S0 nemi A,= (7450+49) wom, 
V,=147x en? 
. A= 4 N17 ron? Ap (4+417) cnt, 
2 


a 


Vrs З nem 


9. Aye 155 pen? Ay S(s+33) яст 


v= 2 com 


22 


10, Ауе злет, A, = 4em?, V,= 252 жт? 


п, vezes? 


= 560 м 
14, у= an! 


15. Ay=24V3 em? 
16. V,=24xcm 
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GEOMETRÍA Y TRIGONONETRÍA: 


17. А, =70лст? b) = 
ш sen M = 10049 u 
18, Ур=12лст+ “9 = 145 
19. A, =48m om? 7 
à s arm т 
20, A = т\йз(ї+ S) av, 
2 
етме ND 
Exraao 36 149 
1, А=б4лєлё,ү= 26 p 1 
3 ag N=— 
2, V=180/5 xa? 
9 
3. Ve Gran? 
2 5 ws 
4, Venen? "а мык web 
5. А=б0хст? s 
Ed 
6, А=9блст? 2 5 
22 vs xs 
ves remî senB= “> созВ= = tan B= => 
25 3 EN 
ag B= 20 secB= > севе ЭЁ 
DI - 
m2 cosm= 2 tan M=1 
agM=1 escM= V2 
sone unN=1 
ag N= cseN= V2 
Inciso 2) 
3 mA =9xcm а 
EX 1 
жаө= 28 cos0= 1 tan 0= N6 
LE E E 


272 


e) 


Exncico 38 
L 
5 12 
"e n = د و‎ 12 
13 
mua’ agaz cazi 
à 
асм- 23 
a MEA 
cosa - S 
tun 0= Vit 
ае 1 . x85 
ава: a sec а= = 
eco, 283 
11 3. 
Уп MENE aB 
t В" 5 = 
csc a= N 5 
ar B= = sepa غلا‎ 
ES 4 
sen В= 5. соз B= ЕЦ хара E 5 А 
E] 5 sena Brod coso T 
15 EN] 26 
ares * Lad > 
ag@=-1 sec w= 2 
йо 
PE 
* 5. 
15 246 
е mo "DIE" 
as m dis aga ja E 
44/29 E 413 erey 
s 29 „Жтт да 413 
зпА 29 cosA 29 um B 2 
Уз xm 55 | 
HA MEE | БД sna osas ЭН 
жй, E A m 
4 2 $ ag a: seas Y 
413 EE] 577 
agB= 15 secB= 4 oc B= 13 
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Solución a los ejercicios 


5 
unas -5 
з 
eas- 
РЕЧЕ. 
та= 7 


cca 


3 
ton B= 7 
vB 
ebay 
fano==1 
exon - 
25 
unas کل‎ 
PR 
ecas -3 
Y 
unas 7, 
acaz 27 


7. 
_ 22 
snp. 22 
2 
ag p= 72 

8. 


9. 


10. 


п. 


B 
ава= > 
qux 


Елассю 39 


Inciso 1) 
а) – s30* = -cos 60" 


b) чап15°=-с 75° 


wsos >> 


sec = = 


cosas -> 


sec as 


cos a= 


seca 


€) соз80° = sen 10° 
d) csc 60° = зес30° 

€) sec 2° c esc 88° 

J) -sen 60" 37 25" = -c0529* 22^ 35" 
8) -а45° = ian 45° 

h) tan74* 46" 24” = ag 15" 137 367 
i) ~cos 84°35" = sen 5°25" 

j) sec39° 11" 48" = sc 50" 48" 127 
sec 

0 -а48° = n 42° 

m) cos38° 54° =зеп51°6' 


n) -зеп28°35' 24” = -соз61°24°36" 


Inciso 2) 

а) =sen160* й-ссэо° 

b) -ag 140° 8) cos225° 15 46" 
€) sec240° В) ag 1167457 237 
d) cos280* D sec 108" 32" 

€) -юпз4з° D sen 28°15" 
Inciso 3) 

d) -sen20 8) -еп55° 

b) -а 20° В) “an 767 347 42” 
©) cos80° 0 cos68° 45" 24" 
d) tan4S* D ago 

e) -eeBI* 2r 48" 0 -есао° 

D ~sec50° D -csc31°26" 197 
Inciso 4) 

a) 03090 p 10187 

b) 09657 4) 09261 

c) 11034 h) 38208 

d) 01219 910170 

€) 07536 D 04975 
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САРТТЫ! 2 


Ezrcicio 40 
Grados Radianes sen сов лап ese E 
0 0 0 1 0 Noexiste 1 Noexiste 
т * т б] зз з Е 
в 2 2 3 3 
х & Ж 
as E 2 1 Я a 1 
4 2 2 2 
х Ya 1 23 3 
ES z p H ar eU 2 з 
3 2 2 5 3 3 
к 
90° 2 1 0 ңеш 1 Noexiste 0 
120° ж Bol g 28 a Ê 
3 3 2 3 3 
3 YA Ya 
вә 2 SEL Aa = a 
5 2 2 2 2 
1 3 В 28 
150" NEN M: Dee Е 
2 2 3 3 = 
180" E o m 0 — Noexiste -1 Noexiste 
лт 1 4 4 23 
210° SES as 2 з 
6 2 2 3 3 d 
E a у 
aro کے کا‎ 1 = = 1 
^ E A Ya 2 
س‎ E BL p эб a 
3 2 2 3 
эл T 
m T a O — Noedse -1 Noexiste 0 
сз нос EE E 
3 2 2 3 3 
E Ж 2 № 
dos M M MES 
se علا‎ 1 4 $ E В i 
в 2 2 3 3 
E 2л 0 1 0 Noexiste 1 Noexiste 
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Solución o los ejercicios 


№ з 
> 5.5 9.1 
Y 1 5 
E 6l aS 
2% n 10. 4 
x 1.2 
2 
4.0 8, 2 12.1 


16 a 20. No se incluye la solución por ser demostraciones. 


EJERCICIO 4| 
1, Amplitud: 2, Periodo: ES 


Desplazamiento de fase: E, P 


2. Amplitud: 2, Periodo: E 
Desplazamiento de fase: 0, E 


3. Amplitu 


4. Amplitud: 5, Periodo: 8% 

Desplazamiento de fase: 21, 6 
5. Amplitud; 4 

Periodo: 2 

Desplazamiento de fase: E: , 
6. Amplitud; 3 

Periodo: т 


u, 
4 


x 


Desplazamiento de fase: 0, я 


10, Periodo: 


Asintotas verticales: ..., 
Desplazamiento de fase: no existe 


11, Periodo: т 


Asintotas verticales:... 


Desplazamiento de fase: — 7 ala izq. 


12, Periodo; E 
> mos 
Asttotas verticales: Te =. 


Desplazamiento de fase: аша. 
13. Periodo; 2 


Asintotas verticales:,.., л, 33... 


Desplazamiento de fase; 2л а la der, 
15. Periodo: 

Asíntotas verticales:. 

Desplazamiento de fase: xa la der, 
16, 


1. 
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Solución a los ejercicios 


1232. No se incluye la solución por ser demostraciones. 


„Ж s 
2 2 
6-2 Р 

2, Baw noB 

a 2 
9.1 
5. 2 10, 1 


H + lp 
п. (Vise 0+ cos 8) йү 
2 1 
0, (sm x-cos 2) 17. (Ven xs) 
13, sen B 18, ~sec2@ 
м. аах 19. —1an a 
nx 
15. 2 
Vos a sen a 
Еласао 44 
i -(2+43) 
2 24 
з. їз) 
а hie) 
s 258 
п. sentar E os درو دی‎ 188, 


san (a ® =-(2+V3) 
13. Funciones del ángulo (a: + В) 
зеп(а+ B) mI MG) cos(a Boe (45-243) 


tan(a B) 93/2 +25, ctg(a+B)= 2523 1 


sec +B) e (824) erc) o 43.458 
Funciones del ángulo (a - f) 


заа) = 3 (2-0) conn) (8s) 


san(a-p)=2V5-342 ,cig(a—B)= eS 


sec - B) e Vi5 -2N6 cea -) = 8-5 0 


14 234. No se incluye la solución por ser demostraciones. 
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Solución a los ejercicios 


Exnaco 45 Funciones trigonométricas del ángulo 2a 
" Funciones trigonométricas del ángulo = neues S une в 
costa= 1 secta= 5 


Funciones trigonométricas del ángulo £ 


3 в. э/з 
Funciones trigonométricas del ángulo = "3" 
A KE B. 2/3 B. JB 
mis 2 ав л = {8-20 ст we 
B_ 3 В _ йз 
E tan Ê= -2 غ ہی‎ 2 
cor ed lin E 253 
Funciones trigonométricas del ángulo 28 
tan ж = 3+22 cse Зк = {4-22 sapa 20 ар2р= -ЇЇЎ 
8 8 169 120 
Funciones trigonométricas del ángulo > = 119 169 
s cos 2B= -— sec 2B= -—— 
ЕД 169 19 
зет ope УЗУЫ ag Зя 3—0 120 169 
8 2 8 tan 28= -Ti exe 2B= 0 


sec ha == 4+22 
tan 3x =—\342N2 cse Sa {4202 


Funciones trigonométricas del ángulo i 


Ix ав Тена 
соз i sec Ia =- 4-22 
tan i esc la = {+з 
ШЕЛ 
2 sento= as20= TOR 
Funciones trigonométricas del ángulo 7 
„ secto=-2 
ми E, BAAS ав = dais 
5/39 
i. +215 мшш. ii 


LII EN 
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СЕОМЕТЁА Y TIGONOMETRÍA 


=F 


A 


Funciones trigonométricas del ángulo 7 


a 8 +2 
Z 


bu E 
a | 98-2847 
چو و‎ 


38+7 


3 


Funciones trigonométricas del ángulo 20 


Funciones trigonométricas del ángulo а 
aae 8 атана 
5 
стан É asaz} 
Ге +127 
ڪڪ‎ 9. 
Funciones trigonométricas del ángulo Ё. 
а | 2-7 2 
ас = ©1027 
zo F 2 „8.02 
3 2 2 
% Bi. 
e PI 
Funciones trigonométricas del ángulo В. 
sen Pu ES san B= 242 
1 2 
os B= 5 ag B= T 


Funciones trigonométricas del ángulo £ 


sen . BHT ag A 
LNT pee Jaai 

tan = B+ cse Ê = nci 

Funciones trigonométricas del ángulo f 

senp= їп авВ=4 

copa HT ера a 

tan p= i esc B= -Vi7 


3 


e. 
TOUS 
coro $ 
E 

3 5 

a.-2 ia 

tan a= -2 exc w= -$ 


Funciones trigonomáricas del ángulo 20 


sen20- 


ав20= 


tan20= z 
Funciones trigonométricas del ángulo 40 
жоо шыш 
C 
s 
65 


ск4ю= 


8l 


esc B= 


11 a 25. No se incluye la solución por ser demostraciones. 
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Solución o los ejercicios 


abd +sm(28)] A SES la solución por ser demostraciones. 
Exncco 48 

2. dentes) eom] 1. daa) air 

ces = fol 

* do) C] оле 

^ iri] ЕО 

e [ 5. 2[cos(45*)cos(7531') 

7. [em (2x)-sen(20)] 

8. y (e+e (f |] bk "Hel 

9. Mens) sn") ws tiha 
8. 2| cos(30*)sen(5") 

0. 1 “(= 

п. Teel à [a(r] 

12, ыибаа] medie] 

„иен н) 

m [est 24+50) cos! 2-5] " " m 
фен] 

eHe- 0 

2 et] 

— Kaa. 

" з = 15. 2] «(е 3) 

„шге ЖЕНЫ) 


20. Henta) + sen(28)] 
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GEOMETRA Y TRGONOMETRIA 


Esercicio 49 
1a 12, No se incluye la solución por ser demostraciones. 


Esercicio 50 


LE. ie 
zu 


HEEL 
4'4 
Capitulo 15 
"ONE 
gra ut Esxercicio 51 


1. ce VIAS, Ac dA? 54, Z С=45°6' 

2. a=2,11,0=339, 2 C=58° 

3. с=523,Ь =7Д24, Z A=43° 40° 

4. 0252.55, LA=38° 1140", 2С= 519487207 
5. с=13, b=13V2,4C=45" 

6. a=1328,c=1828,4A=36" 

7. a2 1251, ZA 2337 46 46", Z C= 56° 13 14" 


8, 222571, 02229, Z C: 


9. 
10, c 2787, А =66° 39 17", Z C2 2320 43" 


11, 22236, c 21886, Z C=57"33 
12, c= V13,2A=29° 
13, a=1527,c=17,19, 4A=41*37 

=18*26'5" 


2С=60°58 597 


27033 54, 2 


14, b=79,4 
15. а=6228,6=1444, 2С=64° 11 


6°33 54", 4C=63"26 6" 


16. ZA 
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17. a=5,b=13,0=12,4A=22*37' 11%, 2С=67°22 48" 


18, a=4,b=5,0=3, ZA =53°7 49", Z C 236 5211" 


Solución o los ejercicios 


17. 24605, Z B=34°5' 24", Z C = 110° 54' 36" 
18, ce 1565, Z А = 41* 52 18", 2B =82°7' 42” 


19. 2А=2С=45° Eenaco 54 
20, LA=1928'16",4C=10"31'44" L 1236995 m т, 22292 km 
Exrcicio 52 2. 176em 8. 074m 

„тле 3. 034 fan 9. 2907 bn 
242m 4. 194 km 10, 180.37 m 

3. 3894474", 1.65m 5. 8.03 m 11, 297cm 

4, (10/2+1)m 6. 47 cm 12 a 13. No se incluye la solución 
5. 54°8! por ser demostraciones, 
6. 5207m 

poe 
8. 2)536 m, b) 59.1 m.c) 226m 

9. 53°73 m ee 

ii HA dA 1. z= 17004593749" 

i ame (e (et) ушады 

90) 1 j| 90 1 3. 2= 202 cis 135° 
12 4. ze Seis” 
5. z= 3eis270"° 
n € 

Esaoco 53 7. а= ds31S" 

1. а=209,с=147,2А=79'1' Landi 

2, b=524,a=47.7, £B=79° 16" 9. ninm V26 cis 75" 

3. b=21,03,a=469, 4 С=67°44' 10, 2,7 26 cis 165° 

4. b=8621,0=6687, Z B=76"39' nv 

5. 222335, 722523, 4A=67" о, 202020 RS нізе 

6. b=17.09,0=223, Z C« 99" 

7. с=9АЗ, Z Be 5T^ S 517,2 Ce 9071 8" INIERUNT 

8. 22193, ZA2 11823 35", Z Be 26°21" 24" 14, $ sano 

9. с=1511, 2А=40°5' 50", ZC=83"19'9" 

10. bz 114, 2A =46° 1425", 4B=66"24' 34” Б 

11, ZA=31°48' 52”, ZB=34*12'58",4C=113"58' 10" 

12, ZAz2T25' 16", ёВ=44°1' 54", Z C= 108°32' 50" 8 

13, ZAeS2 Y 24”, Z Bo 44°33" 55", Z C= 83^ 41" 

М. ZA 48720 58”, Z Be 36*42 37", Z С. =94° 56 237 


62153, 2A 246739 8", 4B=65*20' 52" 
16. 523107, Z AZ AT T 45", 2С= 56° 52" 15" 
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9, B a V шз» 25, z = 2cis 20°, 2, = 2cis80", 2, = 2cis 140",24 
т 
257 20132609, z = 22s 320° 
22413 cis 0* 26. z, = cis60°, z, = cis 180", г, = cis 300° 


27. (2-2)? =36ci5 120° 


21. 2-9ds240* 
22, é=8lcis100* 28. z, = 26 30°, 2, = cis 150", z, = 2cis 270° 
23, 21212504 45° 29. 28cis 100° 

30. 2, = dais 10°, z, = dcis 130", 2, =4cis 250° 


24, 2,=4cis 30", z, = 4cis210" 
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Anexo: Ejercicios preliminares 


Operaciones con números enteros: 
1. 6-4 


2, -846 


3. 3+7 


4 -5-7 
5, -2-5+6+4 

6. -3-6-8454447 
7. 84643-5-9-2 
8 4+5-1+2-7-3 


9, -246-8-12410-3-7 
10, 1-5+9-3+16-8+13 
п. 362) 

12. (5X4) 

13. -665) 

14. (3X5) 

15, 204-3) 


16. 3-(-4) 
Descompón en factores primos los siguientes números: 


Li 
neg» o 


38. 120 
39, 225 

Determina el MCD de los siguientes números: 
47. 24,36 y 42 

48, 20,35 y 70 

49, 32,28y 72 

Determina el mcm de los siguientes números: 
32, 3,10,12 

53, 8,9,12y18 

54, 2,3,6y 12 
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55, 
56. 


-(-3)(3)-2(-1)-4)+7 
(-2)+5) 
-4-(6+8-2) 
7-(5+3)-(-1-9+4)+(-8) 
s-(~4-3)-(742-1) 
6-201-3-4)+(5-2+7) 
13+15 
7 
-3-12-5 
10 
30+6 
943 
14-2 
2+4 
8+547 
6-3-7 
25-7)«20 
5+3 
(4-3)+30+4-) 
59-63 


460 
325 


. 576 
. 980 


1000 
1120 
1800 


18,24,72 y 144 


‚ 12,28,44 y 120 


8,12,16y24 
4,6,15y 18 


Anexo: Ejercicios preliminares. 


Efectúa las siguientes operaciones con fracciones: 


aim mie 
1 1 
Ele alo 


a 3 


ne 
1 
-ie 


El 


+ 
lo mie 


ın «im 


+ + 
wit ole 


* 5 
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Efectúa las siguientes operaciones: 
103.62 


104,4 
105. (-2)* 
106, (-3)' 
107,8 
Tay 
m() 
de 
109, 3) 
по, Va 
їп, yas 
112, уат 


113, V64 
114, {8 


Racionaliza las siguientes expresiones: 
126, 
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4 
01. 5+5 
n 
юз. 465 
из. {27 
us. 416 
ит. {2 
ив, (25 
18 
пө, (18 
E 
m Е 
3 
aE 
E 
122, E 
9 
m 
m. am 
Bs 
124, |36 
MEI 
vs, 2 
121 
6 
вз, سگ‎ 
43 
E: 
55 
us, 2% 
27 
"EE 
Js 
вт. -- 
Ba 
2 
зв, —— 
1443 
вә, 6. 
3-7 


Anexo: Ejercicios preliminares. 


1-43 35-4 
140, 142, 
18 Em 
ш, 3-02 из, 25338 
2 5-2 


Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados: 

144, Un número aumentado en 6, 

145. El triple de un número 

146. El doble de un número disminuido en 5. 

147. El producto de dos números. 

148, Un número excedido en 8. 

149. Las tres cuartas partes de un número. 

150, La diferencia de dos cantidades, 

151, El cociente de dos números, 

152, Dos números cuya suma es 45. 

153, El cuadrado de una cantidad. 

154. La diferencia de los cuadrados de dos números, 

155, El cuadrado de la diferencia de dos cantidades, 

156, La mitad de la suma de dos números. 

157. Las dos terceras partes de la diferencia de dos números, 

158. La raíz cuadrada de la suma de dos cantidades, 

159. Dos números enteros consecutivos. 

160, Dos números enteros pares consecutivos, 

161, El quintuple de un número aumentado en 3 unidades equivale a 18, 
162, Las dos terceras partes de un número disminuidas en 4 equivalen a 6. 
Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si x = 3, у. 
163. 4x-2 174, 1-36 -y) « 20w-2) 
164. 6y +8 175, + 302-2 


"1 w=-4 


165, 42—3w 


166, 3x- 2y 


167. y+3z 


168, 2x+3y=2 


169, 4x +y +2w 


170. Sx- 3y+ 2w 


171. 2¢-y) 


172, Sx-3(2z-w) 
- 173.4%-y)-32-w) 
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GEOMETRA Y TRGONOMETRIA 


Reduce las siguientes expresiones: 
184, dc Tr 2e 

185, 9y +3y-y 

186. Sab? + Tab - 16ab? 

187, Ay? -xy +7 буг 

188, Sc- 3y 25-7 8y- Se 


189, 14а- 8b + 9а + 2b - 6a + b 
190, 7т?- 10m? + 8m? mî 


191, A! —Sy+3y - A + day +3 
192, -За? +587 +80 +44? 38 10 


Realiza las siguientes operaciones con polinomios: 
201. (Sx—7y-22)+(x-y+72) 


202, (31 29-5) (22 «39 5) 
an. (easi) (а) 


204, (3-4) (263) 


as. (наат) азтан) 
206, (x° +6 +4° (52 39 5) 


207. (P stre? - 2 )+ (ay - 6 +89’) 


211. (2x-8y-S2)-(x 


212, (63° +х-5)-(зх' 


21a, (a? 55^ +6147) (2-66 as à) 
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юз. dj «bc! +300? 2b! - ab? 

194, Sy +зу -зў накў 2-2 

195, - т? + Tn! - 9? - 131+ Sm- п? 

196, 8а? - 15ab + 126? + 2a? + Gab - 1462 + Sa? + Rab + 176 
КЕРТЕР 

97. abe Zable аре 


3yuiely 
йш a 


je 


216. (3ху)(- 5ху) 

217, GPE are) 
218, (a°c*)(4a*sc*) 
219, ay e") 
20, 
zi, 
22, 


23, 


24, 


225. 


226. (ImnX5m*- 9mn) 


227, (&d'b*-3ab? + 2%) 


228, (о) а -ab e) 


229, (alat -a° +7a-5) 


230, за (аваз) 


Anexo; Ejercicios preliminares. 


281. oS 6-70) 240. (13 42у + (2y - Ary? + Ay) 
m) 
232. (- Saba? - 3ab + 96%) 241, 
аху 
233, (aS 2)6 کرت7 - ترا‎ + Ауу?) 20, Se 
ES 
"m 
234, Qx- Sc) mg, Шабе. 
[pros 


235, (a + 6Xa-9) 


236. (2x4 7X4 - 3x) 


Е 
1 1 12,2 
sn [eot 


239. (2 - 6r- SXM- Ree) 

Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado: 
249. «+37 254, 
250, (a-4P 255, 


251. От-5)% 256. 


252. (3x +4)? 257. 


253. (3-2 258. 


Obtén el resultado del producto de binomios conjugados: 


259. Ge SXx- 5) 264, Gay- 22 Tay + 24) 
260. (m - 3m +3) 265. (m= SnXm+ Sn) 
261. -3X7 +x) 266. Gp « 5g) Gp- 5g) 


262, Bx + Sax = Sy) 


263. (a - 4bya + 4b) 


269, 3x7 -éx 

ر + ر m.‏ 

271. m+ mm? 216, Ay- Bey + کر‎ 

272, 88 - 24x? +16 271, 18a%b - ab? ~ ба? + 12ab 
273. 15а? + 25а? - 354% 218. 33 rt + ج ر662‎ RNA 
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GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA 


Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados: 
279, 7-16 
280, 422-25 


281, 1637-9 
282, 81-4y" 


283, 100-2? 


Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos: 


289, è- 10a +25 


290.  - 2ab + b? 


291, у? + 12y +36 


292, n? + тт? + n 


293, 16 + 8x +1 


Factoriza los trinomios de la forma x? + bx + с 
299, x? + 9x +20 

300, 2-14х+24 

301, т? Tm 12 

302, 2 - 9x4 18 

303, 2 + 4a- 12. 

304. у +у-20 
Factoriza los trinomios ах? + bx + с 
311, 38 -140+8 

312, 602+ Ta +2 

313, 48 - 13+3 

314, 52 -7х+2 

315, 22-51-12 

316, 6m*+11m+3 


Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado: 


303, х+6=4 
324, y-2=0 

325, w=15 

326, 4-5 =3 

327, 20+5= 6: 

328, 6x -2= 2-12 
329, 4 +9x-11x=6r+8 


292 


294, 9j -24y 416 
2 
эз. +4+16 


All 
DI. dat 


298, 144x7+120xy+25y" 


305. 1? - 2n - 63 
306. 2-18-17: 
307, X -8x- 48 
308, 2 x- 132 
309. d^ - 2ab - 355° 
310, у +2у- 168 


317, 63? «Sb - 25 
318, 22- x-2 
319. 5)2--12у+4 
320, 42-11х+6 
321. Ту? +1бу-15 
322, 20/2-х-1 


330, 8r=-3 +5: 
331. 9~10r= 7x +8r 
332, 3(х-5)+3=10 
333.54 20-1) 20 
394. 6(1 -x)- 26-2) 10 
335.30 + 4-9 = 18 
336. 3(4х +9) =6 +502 - х) 


Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado: 


345.3 47x 1220 
346, à - 14x +24 =0 
347. x7 «9x +21 
348. 2 4 4x- 1250. 
349. х?- 9х +18 = 
350, х?- 2х-63=0 

Resuelve los siguientes sistemas: 
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351, у? #у-20=0 
352, 2+ 24 248 
353, 5-0 +2=0 
354, 28 - 5-12 =0 
355, Ix? +16х=15 
E 


Anexo; Ejercicios preliminares. 


SOLUCIONES A EJES S PRELIMINARES 


Operaciones con números enteros: 
12 12,20 2.3 
22 13.30 24 
3.10 14.60 25.28 1 
4-2 15,24 26.4 2 
5.3 167 7.2 
6-1 1.4 28.3 1 
71 18.-3 29.2 2 
во 19.2 30.-5 
9.-16 20.13 31.2 
10,23 2.3 28 
1.6 2.-16 
Descompón en factores primos los siguientes números: 
33,2x3 38.2x3x5 43.22х5х7 
м2 39, 3x5 "mI »..39 
35 2x5 40,225 x23 45.2557 n 100, 2 
36, 2x 5* 41.5x13 46. 2x Fx SF ay 
" i 
37, 2х3 КЕР; явыз! E 
Determina el MCD de los siguientes números: 5 
4nixs n "E 
4.5 м 
Determina el тст de los siguientes números: эз. а 
PAIS API 56, 22x PxS= 180 
зки 55,263 = 43 сава loe siguientes operaciones: 
Efectúa las siguientes operaciones con fracciones: 103. 36 m.s 0,4 
57.5 ad 104.64 112.9 А 
т. 9.21 105.16 nal 
242 c 13.8 = 
Bai 
зв. 12-21 106-27 114.2 
М PRES. 115.3 оз. 5 
5$ 108. 116.2 3 
Ц 16 17.2 6 
ud m. $ 
w. El " 
16 19.3 mi 
E EC no.2 120.5 п 
30715 
-— Racionaliza las siguientes expresiones: 
ss 
12 
PEN: 
as" as ; А 
= 133. = 
[Eum ny 2 
ss Ys 
ñ 25 
ив. y 134 25 
тә. Bal 25 
nn ЗВ 
no, 2% 135. 7 
зо. 09, 3 
CA a 6/5 Ex 
68, 6.3.11 2 10, $5 
at, À 
ES 6 3 137. 
1 5 
bu mou 138. 
Bal 25 
m 1517 25 
8 8 * n 
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Soluciones a ejercicios preliminares 


Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados: 223, den 226, 15т?л - 27m 
144, 246 152. җ45-х 158, rey m лил 27. 008 + 8? 
145, 3x 153,4 10 
146, 2x- Sides TS ati A 28, 1055-14 +600 
> ET 
qe " iios iaa dd 29, 10 ed! -1ё +50 
пав. x48 155. (x-y) 161.537 18 
ик, Ж » Ej 230, -WP 1248 +308 +150 
NE 156, 222 162, 2-4-6 dies л 
Mosis 2 3 231. 04y - 24r) -2®у 236, 6-290428 
ist. = 157, 26-9 232, -54b +15? -45 эз]. 210 
y y 
233, мгу 280 e T 
Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si эзв. Lo Hay ly 
x=3, y=-2,z=1, w= -4 234, 322 «16-35 roar Ж 
163.10 171,10 178.0 235. ё-за-54 239, del -26x 4251 458x-8 
164.4 2.-3 179.24 
E 5 WU 240, Uy -365* #46279? 208 +азу 
166.13 YA. -40 181,4 241, 3 м. 2x03 
167.1 15.2 18.3 peget 3 
168,1 176.5 з 146, 25-39 
169.2 з 1,2 2. 3o 2 
170.13 БЕЗ a мт, 2-245 
2 
Reduce las siguientes expresiones: эйт» 
[IM 195, Sm 19 
185. Пу 196. 15e? ab +15 Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado: 
ы э. -apé 249, 2 46549 255, Sls - liy? 
188, 2+ Sy- 3e 250, al -&e416 Sado A 
ja- 26. 2.1023. Ly 
mim "i ide omaia dis 
191. P= yt? ж. 252. 922 +24х+16 27, ا‎ ey 
192. 2+28+2 жалг. id 
193.0 ein ass, LE, E 
194, згу + 4973 av. 254, 252° «4D 16 
—————— Obtén el resultado del producto de binomios conjugados: 
259, 2-25 265, mé 250 
201. 6x-8y+S2 212, 3x? +25 $ 
ps эн» ж. 9p -25 
202. s e$ - 6 тз, 243742043 201. 9-2 
203. 4042 za. 262, 98-25 
эм. Se -x-1 263. è 168" а 
as. » 
205. Pes 62067 moya y 
206. 6 +39 z6. Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor 
эт. P -20у-лу 467 am T 
x dl 269. 3x(x-2) 7A. 30b(20~-1) 
+2 218, 
dd Жж: 270. y (y-1) 275. 6xy(2x-3y) 
209, rd E 271. mè (mè + ê =1) т. Py )4- و‎ + sey) 
„ү... т. в(а-2) кы) 37. Sac! 306-248 +48) 
mE CAM E шй 273. se (3450-18) mn. nep (a+ 60-2) 
21. x-2y-2 m. 
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GEOMETRÍA Y TIGONOWETRÍA. 


Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados: 
as. -ys 


ТЕ ГЕТ 
281, (Ax -3)(4x+3) ats" T ce ) 
282, (9-23)(9+23) тт. и 


283, (10-2)(10+ 2) = (- г) 


284, (Sm — 9n) (Sm? +9я) 3 3رد‎ зу 


279, (к-4)(х+4) 
280, (15-555) 


Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos: 


ж. (a=s] ээ. (nt ът 85] 
290. (aê) 294. (9-3) 298, (128453) 
291. (у+6) 295, RRI 

292, (men ж. Е 


Factoriza los trinomios de la forma x2 + bx + с 
299, (x+s)(x+4) 303. (a+6)(a-2) 
9 it ا‎ 
ж. (n=9)(n+7) 


207. (x12) (x44) 
300. (x-12)(x-2) э. (x+12)(2-11) 
301, (m+4)(m+3) эю. (a-78)(a+ 54) 


302, (2-6)(x-3) эв. (2-9)(2+2) зю. (y+14)(y-12) 


Factoriza los trinomios ax? + bx + с 


эп, (3-20-40) з. (x-4)(2043) з. (y2)(59-2) 
xo. (+-2)[4:-3) 
BL. (y+3)(29-3) 


2. (4x=1)(5x+1) 


312, (30+2)[20+1) — 316. (2me3)[3m+1) 


313, (x-3)(Ax+1) зл. (abes Ges) 


зм. (к-ї(зх-2) зів. (x=2)(2e+1) 


Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado: 


me. mou Po 

mA y=2 

TUAE mi. E 

PM » 

зл. x08 "E 
E 

шиш 17 мз. х=-в 

1 

хө. rl axel "T 

330.x=-1 338. No hay solución. E 

зи. xed 


эз. ze- 
5 


Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado: 


"M‏ ا 
х=12,х=2 E‏ .36 

Mr scan r— 
rarum 


355. xen 
7 


356 2-1 
3 
Resuelve los siguientes sistemas: 
357. 363. x=5,y=2 
эв. 
и 
364, х= yu 
E B? 
o. 365. sui ym 
4 
и. 366. к=%у=-2 
E 
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Tabla de valores de las funciones trigonométricas 


Grados Radanes Sen tan EJ Cos 
ooo ‘0000 ‘0000 ‘0000 1.0000 15708 9000 
10 0029 0029 0029 мэл? 1.0000 1.5879 so 
20 0058 0058 0058 17189 1.0000 15850 40 
w 0087 0087 0087 114.59 1.0000 15621 30 
40 0116 0116 one 85940 9999 15592 27 
s0 ous 0145 0145 68750 9000 1.5563 10 
100 отв ons 0175 57290 9998 1.5533 189" o0 
10 0204 0204 0204 49.104 9998 1.5504 so 
E 0233 0233 0233 42.964 9997 1.5475 40 
E 0262 0262 0262 38.188 9997 15446 w 
40 0291 0291 0291 24368 9996 15417 20 
50 0320 0320 0320 31242 9995 1.5388 10 
2° 00 0349 ома 0349 28536 9094 1.5359 88° oo" 
10: 9378 0378 0378 26432 9993 1.5330 so 
0407 0407 0407 24542 9992 15301 w 
w 0436 0436 0437 22904 99000 15272 w 
40 0465 0485 0486 21470 9989 1.5243 20 
se 0495 0494 0495 20206 pe 15213 10 

3° 00 0524 0523 0524 19081 9988 15184 rov 
10 0553 0652 0553 18075 9985 1.5155 so 
20 0582 0581 0582 17.169 9983 15126 40 
30 0611 0610 0612 16350 9981 1.5097 w 
w 0640 0640 0641 15605 m 1.5068 20 
so 0669 0668 0670 14924 9978 1.5030 10 
4° 00 0898 0698 0609 14301 9976 1501 esoo 
10 orar 0727 0729 13727 9974 14981 
0756 0756 0758 13.197 sert 14952 40 
30 0785 отав отат 12706 9969 14923 w 
20 0814 0614 0016 12251 9967 14899 20 
50 0844 0843 оме 11826 9064 1.4864 10 

5° 00 0873 0872 0875 11430 9962 14835 85°00" 
10 0902 0901 0904 11059 9959 1.4808 so 
20 0831 0929 0934 10712 9957 14777 40 
30 0960 0058 0063 10.385 9954 татав 30 
40 cone 0987 0992 10.078 9951 14719 20 
so 1018 1018 1022 97882 9948 1.4890 10 

6° 00" 1047 1045 1051 9.51 0045 14661 paro 
10 1076 1074 1080 92563 9942 14032 so 
20 1105 1103 1110 9.0098 9939 1.4603 40 
30 1134 1132 1139 87769 9036 14573 30 
40 1164 161 1169 85656 9932 14544 20 
s 1163 4190 1198 83450 9929 14515 10 
тоу 1222 1219 1228 81403 9925 14486 sov 
10 1251 1248 1257 7.9530 9922 14457 so 
20 1280 1276 1287 7.7708 9018 14428 40 
30 1309 1308 1317 7.5958 9914 14398 w 
40 1338 15и 1946 7.4287 sen 14970 20 
s0 1367 1363 E 7.2687 9007 пазат 10 
sov 1396 1392 1405 73154 9903 14312 8200 
10 1425 1421 1435 6.9682 9899 14283 E 
20 1454 1449 1405 68269 9894 14264 40 
w 1484 1478 1495 66912 9830 14224 w 
40 1513 1507 1524 5.5606 m 14195 20 
so 1542 1538 1554 54348 9881 14166 10 

9° 00 1571 1564 1504 53138 9877 14197 воо 
[3 E] tan EJ Radanes Grados 
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GEOMETRÍA Y TRGONOMETRIA 


16° 00" 


TAT 
14108 
14079 
1.4050 
14021 
1.3902 


13963 
E 
43904 
13875 
13845 
13817 


13788 
1375 
1.3730 
13701 
1.3672 
13643 


13614 
1.3584 
13555 
13526 
1.3497 
13468 


13439 
13410 
13081 
13352 
13323 
13294 


13265 
13235 
1.3206 
13177 
13148 
13119 


13090 
13061 
13082 
13003 
12974 
12945 


12915 
12885 
12857 
12828 
1.2799 
12770 


1.2741 
12112 
12583 
12654 
1.2625 
12505 


12568 


50 
w 
w 
20 
10 


20° o 
so 
40 
30 
20 
10 


LI 
57 
av 
E 
20 
10 


LI 
50 
w 
30 
20 
10 


тоу 
57 
40 
30 
20 
w 


7600 
50 
40 
E) 
20 
w 


LI 
50 
40 
30 
20 
w 


74 09 
57 
40 
30 
20 
10 


73° 00! 
50 
40 
30 
20 
w 


7200 


Tablas 


Grados Radianes 
18° 00 3142 
10 am 
20 3200 
30 3229 
40 3258 
50 3287 
19" 00) 3316 
10 зм5 
20 3374 
30 3403 
40 p 
so 3462 
Er E 
10 3520 
20 3549 
w 3578 
40 3607 
so 3636 
ею E 
10 3604 
20 3723 
30 3752 
40 3782 
E 3811 
2200 эмо 
10 3069 
20 3898 
w 3027 
40 3956 
so 2085 
200 4014 
w 4043 
20 4072 
30 4102 
40 am 
so 4160 
2400 E 
10 4218 
20 4247 
30 4276 
av 4305 
so 4334 
2500 4363 
10 4392 
20 4422 
30 4451 
40 4480 
E 4509 
26*00 4538 
10 4567 
20 4596 
30 4625 
40 m 
D 4683 
2700 ana 


GEOMETRA Y TRGONOMETRIA 


63° 00" 
E 
40 
30 
20 
10 


6200 
so 
40 
30 
20 
10 


6100 
E 
40 
30 
2v 
10 

60" 00° 
E 
40 
w 
20 
10 


59 00" 
50 
40 
av 
20 
10 


se 00° 
so 
av 
w 
20 
10: 


sro 
50 
40 
30 
20 
10 


56°00" 
50 
E 
30 
20 
10 
55" 00 
E 
40 
30 
E 
10 


500 


Tablas 


Grados Radianos 
36 00! 6283 54° 00 
10 6312 E 
20 E w 
w 5370 30 
40 5400 EJ 
50 5429 10 
aroo 5458 53°00 
10 mi sr 
20 6516 40 
30 5545 EJ 
40 8574 20 
so 6603 10 
38° 00! 5632 szo 
10 E so 
20 8690 40 
30 5720 w 
40 5749 20 
50 E 10 
30" 00 6807 51" 00 
10 838 so 
20 6865 w 
30 Бам w 
40 5923 20 
E 5952 10 
40° 00" sont 5000 
10 7010 
20 7039 40 
w 7089 w 
40 7098 20 
so na w 
4100 7158 49-00 
w 7185 so 
20 тла 40 
30 7243 w 
40 7272 20 
so 7301 w 
4200" E 48°00" 
10 7359 so 
20 7289 40 
w 7418 w 
av Tar EJ 
50 7476 10 
ay o 7505 атоо 
10 7534 so 
20 7536 40 
30 7592 30 
40 7621 E 
E 7650 10 
44 07 7679 48° 00 
w 7709 so 
20 7738 w 
30 7187 30 
40 7196 20 
so 7825 10 
45° 00 7854 4500 


La Geometría Euclidiana es, sin duda, una de las ramas más visuales de las Matemáticas; parte de 
definir cosas simples y por medio de teoremas construye el universo de esta disciplina. 


Por su parte, la Trigonometría estudia las relaciones entre los lados y los ángulos de un triángulo, a la 
vez que tiene muchas aplicaciones dentro de las Matemáticas y otras ciencias como la Astronomía o 
la Geografía, las cuales requieren de técnicas de triangulación para resolver sus problemas o hacer 
las mediciones necesarias. 


También se contemplan las funciones trigonométricas desde su definición, cálculo, gráficas, identi- 
dades hasta ecuaciones con aplicaciones en la solución de triángulos rectángulos y oblicuángulos. 
Además, como un elemento extra, se muestra la forma trigonométrica de los números complejos. 
Cada tema se desarrolla con la teoría justa y brinda al lector un gran número de ejemplos para 
facilitar el aprendizaje, asimismo evalúa con ejercicios los conocimientos previos que cada tema 
exige del estudiante. 


Este libro es la referencia inmediata para entender, aprender y visualizar a la Geometría y a la Trigo- 
nometría como herramientas fundamentales en el estudio de las Matemáticas. 


La obra estudia en 17 capítulos: conceptos básicos como ángulos, rectas, triángulos, cuadriláteros y 
polígonos con sus respectivas definiciones de teoremas y aplicaciones. También avanza en perime- 
tros, transformaciones (escalas, simetría axial y central), áreas y volúmenes de figuras geométricas. 


Sin duda alguna este material es una herramienta importante para los profesores, quienes encon- 
trarán en sus páginas una ayuda invaluable para practicar con sus alumnos y reforzar aquellos 
temas que se necesitan para iniciar cursos más avanzados como Geometría Analítica o Cálculo 
Diferencial e Integral. 


El Colegio Nacional de Matemáticas reúne a sus docentes con mayor experiencia para escribir este 
libro que desarrolla la habilidad indispensable para el estudiante y que refuerza los conocimientos 


adquiridos en el aula. 


Por todo ello, Geometría y Trigonometría es un libro que no puede faltar en la biblioteca personal de 
cualquier estudiante o profesor. 


Para obtener más información acerca del Colegio Nacional de Matemáticas visite: 


www.conamat.com 
ISBN 978-607-442-350-1 
Prentice Hall | " 
es una marca de | | 
| PEARSON Visitenos en: A | [Ill 
L 7 www.pearsoneducacion.net 5 x 


